
应用数学和力学
�

第�� 卷第 �

� � � ��� � � � �� � � � ��� �  

期
� �

���� � 年 � 月 �

� � � � � � �� �
应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

非线性反应扩散方程的数值解

唐世敏 秦素娣 �
�

�
�

韦伯

�北京大学力学系�

�朱照宣推荐
,

�澳大利亚新南威尔士大学 �

�� �� 年�月�� 日收到 �

摘 要

本文采用 � � �� �  一� ��
� � �还有限元法构造了非线性反应扩散方程的数值格式

,

既适用于全场

性的初值
,

也适用于局部性的初值
�

利用全场性初值求得的进波数值解与精确解高度吻合
,

证 明

本方法与其它数值方法比较
,

有更高的精度和稳定性
�

利用各种局部性初值所算出的数值解表明
,

任何局部的扰动都会得到充分的发展
�

且当时间充分长后
,

演变为向左
、

右传播的行波
,

其 波 前

的形状及传播速度完全由系统本身所决定
�

而与初值的类型无关
�

关� 词 反应扩散方程 � �� � �  一 � �� �� ��� 有限元法 行波

一
、

前
� � 团

�

一
, �
�

,

一
月

畜习

反应和扩散的相互作用是自然界 以及社会
、

经济生活中广泛存在的现象
�

作为描述这一

现象的最有代表性的数学模型
—

反应扩散方程
�

一
� �

� ,

� 如
�

��一
“
� ��

�

��

已引起普遍的关注
�

��
�

�� 式左端
。�是变量�� �

,

�� 对时间�的增长率
,

右端第一
、

二项则分别

代表
�在一维空间的扩散和反应 �繁殖� 效应

�
� 和刀为正的实数

, , 二 �
, � ,

·

⋯ 当 � � � 时
,

��
�

��称为� �
� � � �方程

,

是 � ��� � � 工
‘’
为描述雄性变异体�

� �� ��� �� � �� � � �在无限长一维空间中

的传播而引入的
�

方程��
�

�� 在描述核反应中中子数的演变
【� , � ’,

森林或发动机燃烧室中火焰

的传播“
, “’
等许多领域都得到广泛的应用

,

也是研究非线性复杂动力系统的分叉
、

混沌与自

组织现象的一个典型方程
‘“’�

对方程��
�

�� 的解已有不少定性的讨论
‘� , 吕’,

并就 , � �
,

� 两种情形得到代表行波的精确

特解
�

当, 二 �时
,

有
“� �� � � � �〔材 脚益

一

�� 一 � ��〕�
一 �

��
�

��

其中 � � �斌 。刀�后
一 � 当 � 二 �时

,

有
� � �� � � � �〔澎 刀��。 �� 一犷��〕�

一 ‘

��
�

��

其中 犷二斌 云夕雁一

在求数值解方面
,

已先后提出拟谱法
‘“’,

各种形式的差分法和� ��
� ��� �

有限元法“
’以及

交替迭代法“ 。’�

这些方法虽均可成功地求反应扩散方程的数值解
,

但有的精度不够高
,

有的

虽精度较高
,

但过于繁琐或出现小振幅的高频伪振荡
�
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唐世敏和 �
� � � � ’“ , 已用一种 � � �� 。, 一

� � � � ��� 有限元法
,

针对局部性初值分布讨论了

� ���
� �方程的数值解

�

本文将此方法推广到��
�

�� 中
� � � 的反应扩散方程

�

既考虑了局部性

的初值分布
,

也考虑了满足边条件
“
�一 �� �二 �

,

��  ! �� �的初值分布
�

对数值格式与原微分

方程的相容性及其对时间二阶
、

空间四阶的精度作了证 明
�

以精确解��
�

��在 �� � 的值为初

值所求得的数值解与精确解��
�

� � 的高度吻合说明本方法具有极高的精度
�

各种类型 局部性

初值下的数值解说明
,

任何形式的局部扰动均会得到充分的发展并在充分长的时间后发展为

向左
、

向右的行波解
,

而行波解的波形及其传播速度仅由�
,

刀所体现的系统本身的性质所决

定
,

而与初值选取无关
。

二
、

� � ��� �
一
� � �� � ��� 有限元数值格式

�
�

格式 �

考虑局部性初值的� � � � � � 初值问题
‘ “�一 � � �

�

一刀
。�

��一
�
�� �

、 �
��

, � ��
。。
�二 �

一 �� � 戈 � ��
,

�� �

� 〔口

��
�

�� �

��
�

���

初值�� �二 �的支集口为有界闭集
,

且

�《 � 。
�� �《 �

,

� 二〔口

由定 解问题��
�

��
,

�� 不难看到
,

扩散效应将使局部初值向口的左
、

右方扩散 �

应又引起。的增殖
�

我们取充分大的区间〔
� ,

�〕
,

以习为其子集
,

且在所考虑的

有
�
�
� ,

���
“
��

,

��三 �
, “

,

�
� ,

��二
� �

��
,

��三 �

即初值的影响仍远离义二 � ,

�
。

将〔
� ,

幻以步长�� ��一 �� �� 剖分为� 个单元
,

得结点

二 , 二 � � ��一 ��� ��� �
, �

,

⋯
,

� � ��

定义分段线性函数诚�� 和三次样条函数诚 � �

同时
,

反应效

� 矛〔��
,

� �
,

��
�

� �

必�二�一 �
�一 �� �

,

� ,

�二 �� �

�� �� �

, �
一

⋯
� ,

�二 � � �
�

��
,

一 ���
� � �� 么一 � ���

,

��二
�一 �二

� � � ���
,

一 �二 一 ��
���

,

� ,

权函数族神
,
�戈 ��

� 《一 �

一 � � 劣 � 一 �

一 �� 劣簇�

� � 劣簇 �

�� 劣《�

劣� �

和插值函数族仲
,
�� ��

,

二诚 �二一 � ,
) / h )

二协((二一 二 ,
) / h )

( j ~ l
,

2
,

⋯
,

N
+ l

)

、/.
‘、.了

戈X
了r、尹百、

.
JJ口

.

价
.
沪矛

‘且‘

将方程(2
.
la )中的

。价
(
x ,

约以展式
“仍

(
二 ,

t
)
“。.

(
二 ,

t
)
二U 甲(t)功,

(
x

) (
m == l

,
2

,
3

)

将(2
.
3)代入(2

.
la )

,

有

(2
.
3)

近似
,

其中下标j由 l到N + l作E ins te in 约定求和
.
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仇九一 a U, 必一风U 卜必)九= 成x’t) (2
.
4)

式中珍
,

= d U
,

/ d t
,

二阶导数衅在经典的意义下 已不复存在
,

作广义函数理解
,

在 以 叻
‘
为权

使用加权余量法
,

即令

(
· ,

, !卜丁:
·, ‘d / 一。 (‘一 1

,
2

,

一N + ‘, ( 2
. 5 )

作分部积分后即可把对功
, 求微商转嫁到光滑的衡上

.
完成所有积分并考虑到边条件 (2

.
2)

,

得关于U
,
( t) 的非线性常微分方程组

M
‘, 珍, 一 Q

‘,
U

, 一刀M
‘,

( U 卜 U ;)= o (i= l
,

2
,

⋯
,

N
+ 一) ( 2

.
6 )

其中

l
(
一 l

,

淤
,

Q., 一

箫 {次0 、 0
,

] =
名

j = i士 1

j二‘士2

其余情形

‘了.,尸
、

!

一一M

采用梯形公式将(2
.
6)对t积分

,

得

M 。( U , “一 U , )一晋
、Q ‘,

( U ;
· ‘

+
U ; )

+

题
‘, 〔( U :

· ’

)

’
+ ( U , )

“一 ( U :
‘ ’

)
’一 ( U , )

“

〕‘

~ 0 (i~ 1
,

2
,

⋯
,

N
+ l

)

其中T为时间步长
,

U 梦= U 式
nT
)
.

(2
.
7)为U 了

‘ ’
的非线性代数方程组

,

采用N ew ton
一

R
a
p h

s o n 迭代法求解
,

U 了
’

‘’

在第k步的迭代值
,

则得以U 丁
‘ ’ , 毖“为未知量的线代数方程组

A ‘,
U 7

‘ , , 奋‘ ’
= B

‘
(
f二 z

,

⋯
,

N
+ l

)

其 中

(2
.
7 )

记 U 了
+‘,

.

为

(2
.
8)

月 。, 一、
‘,

!

卜
·
刀U :

· ‘, ·
+

;

·
”(U :

·‘,

”
2

〕
一

夏
Q‘,

B
‘
一M

‘,

{

U 卜 ;
·
, 〔(U :一)

2一 ( U : )2 + ( U : )3一 2 ( U ;一 ,
3〕
}

十

凌
rQ‘, U ,

A , ,
为主元 占优的

、

带宽为5的带状矩阵
,

(
2

.

5) 可用G
a
此
s消元法求解

。

下面证 明此数值格式与微分方程(2
.
la) 的相容性并估计其精度

.
设

R (
u
)“ 20〔“

,
一a u

二 ,

一刀
u名

(
l 一 u)〕/ 1 1

R 为(2
.
la)中的微分算子乘以为使矩阵M

, ,
的主元为1而引入的常数因子 20/ 1 1

.

空间离散算子为D
‘,

即

D .(
。
) ‘ M

‘, 珍广Q
‘,

U
, 一刀M

‘,
( U 卜U 尹)

将T a尹or 展式

(2
.
9 )

记 (2
.
4’) 中

(2
.
10 )

鑫
, . , 、.

f 厂
, , : . :

门
, : 。

J 了士 l
= 乙曰 气工

i户
‘

- 石二一 , “ 宁 口戈
r.

尹一 。 尸 I
j

, * :
= 乙 (士1)

, f 尸
, n 二 、

二 n , : 。 、

一

石
一

气‘“厂 宁 口气“ Z

尸I

用于t时刻在结点x, 上未知函数俨 以及
。, 的值U 兮和珍

, ,

经过一些简单的运算
,

我们发现

D ‘
(
。
) 一 仁R (

u
)〕

,
= 5 〔R (u )」

二 , ‘
h
么
/ 1 1 + O ( h

‘

) (
‘二 1

,

⋯
,

N
+ 1

) (
2

.

1 1
)

其中〔R (
“
)〕

‘及〔R (
u)〕
., ‘
分别为R (

。
)及其对二的二阶偏导数在结点二 ‘

的值
,

显然〔R (
u
)〕

二 : ‘
= o

,
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故(2
.
11) 式既说 明了D

.
(
。
)与 R (

“
)的柑容性

,

又显示了截断误差为O (h
‘

)

.

至于对t积分的梯

形公式 (2
.
7 )

, 盛

众所周知
,

它是与相应的常微分方程相容的
,

其截断误差为O (
r“

)

.

所 以综合

起来
,

时空离散截断误差为O (尸
,

h

弓

)

.

在使用 N ew to n
一

R
a

p h
s o n 迭代时

,

我们也 以此量阶

的误差来控制迭代的步数
,

以保证整个计算过程均有O (尹
,

h

屯

) 的精度
.

因方程(2
.
la) 有很强的非线性

,

其数值格式的稳定性不易讨论
.
不过大量的数值实验表

明
,

当r
,

h 在相 当大的范围内变化时
,

此格式均显示了很好的稳定性
.

2
.
格式 1

为了便于将数值 解和精确解(1
.
3 )作 比较

,

我们将格式 I作部分修正
,

以适应边条件
“
(
a ,

t
) = 1

, u
:

(
a

,
t

)
= o

(
2

.

1 2
)

在x = b端
,

仍为
u及其对二的偏导数为零

.
为此将结点号码改编为

x ,
=

a + j h ( j = o
,

l
,

⋯
,

N )

注意到U
。
= 1

,

泞
。
= 。

,

重复格式 I 中所有步骤
,

j = 1 到N 作Ei ns tei
n
约定求和

.
当 ‘= l

,
2

时
,

空间离散格式为

D
;
(
。
) ~ l o a 八 IhZ三夕;

,

D

:

(

。
) = l o a / 3 3 h

2
二夕

2

对于3《i簇N
,

仍有D ‘
(
u
) 二0

.
故再对t积分并采用N

ew to n 一

R
a

L

p h
s o n 迭代后有

A ‘,
U 了

本 , ,
. + ‘

= E
‘

(
‘= l

,
2

,

⋯
,

N ) (
2

.

1 3
)

其中

E ‘
一

{

B ‘
+ g f r

B
‘

(
i二 1

,
2

)

(
3 《‘《N )

三
、

数 值 结 果

在数值求解中
,

取 a = 0
.
1

,

刀二 1
,

h ~
0

.

02

,
:

~
。
.
0 0 5

.
加

,

b] 长度视初值分布及计算

总时间T 的长短适 当选取
,

以使解有充分发展的余地
,

又不致作许多无谓的计算
.

1
.
数值解与精确解的比较

取精确解(1
.
3 )在t= o的 值

u。
(
二
) = { 1 +

e x p
(斌石夕厄厅二

) }
一 ‘

为初值
,

用数值格式 I完 成了由 t二 o 到 t= 4

以街(O 和
。 ,

(
t
) 分别表示数值解和精确解在

结点x, 的值
,

定义几误差

的数值计算
,

t = O

,

l

,
2

,
3

,
4 的波形示于 图1

.

甲甲蛀蛀
⋯⋯
腿
:::

1111_, 二
.

一

—
’ 、

一 于一 ~ ~ 、、 ,lIII

圈1 精确解和橄位解
.
由左向右

: 才二。,

精

确解(初位); t= 1、4
,

△t = 1
,

橄位解
圈2 周部窄绷带陡. 初位 (中) 橄位解

,

, 。到t二40
,

△t= 2
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·
(
, , 一

{弃户
(
一

,
)
2

}

+

不同时刻
。
(
t
)
x 1 0

.
的值示于表1

,

可以看出
,

V t〔〔o
,

4 〕
, 。

(
t
)为O (10一 ) 量阶

,

故在图中看

不出数值解与精确解的差slT
.

裹1 橄位娜与精确解比较

CX 10.

砰

(V 一砰)X xo
,

二一卜兰止
一
}

一

: ,0--

一}

一二竺一一卜华竺一
~一

}

全
‘

生一卜立
竺

—一二燮竺吕兰 卜卜理哩一卜兰竺里一}一兰里竺竺竺一
‘

·

4

1

“
·

了
{

‘
·

4

}

因恒有0《
。
( 1

,

故可用“二0与“
= 诚二 ,

f) 之间所包围的面积

S (,卜丁:
。
(
二 , , ) d

x

的增长率牙= d s /dt 计算行波速度
.
表1中示出不同时刻牙的值及与精确值犷~ 斌万两丁的比

较(犷一平)x l护
.
从中看出平略小于犷

,

而其绝对误差为10-
‘
量阶

.
实际误差与理论上证明

的精度O (护
,

h’)同阶
.

2
.
局部窄频带陡峭初值

取初值”。
(
戈
) =

s e e
h
:
1 0 劣

,

利

用格式 I 由t= O算到t二40
,

每隔

△t二2 画出一条解曲线
,

如图2
。

由于初始时二 = O附近扩散效应远

大于反应效应
,

所以峰值先是急

剧下降
;
然后随着扩散效应的

,

减

少
,

反应效应的增大而使峰值缓

慢上升
.
到 t= 3 0 ,

近似地形成

向左
、

右传播 的行波
,

由 t= 30

起
,

计算出的各时刻传播速度附

如表2
.
班随t单调下降

,

逐渐靠

近精确行波的速度

犷 = 以 及百万‘ 0
.
223 607

一一 “
(
x

,

t
)))

⋯⋯}}}⋯⋯!!!⋯⋯⋯⋯
)))))
!!!覆
_二二

一一

旗旗旗}}}}}}}
力力泛泛

⋯⋯⋯
之少少少

台台台台台台台台台彭彭彭彭彭

日3 局部宽绷带平坦初位 (方形) 傲位娜
,

t . o 翔 才二20
,

么t= 1

衰 2

兰巡兰兰}二二二{二三二}
一二竺- 一⋯

一
阵
-生一

阵三二
牙 {

”
·

, 30 32
}

“
·

2 2
8

0 9

1

二

夕
·

2 2 6

于夕
二

}
_.⋯。

·

2 2 5 5 0

}

。
·

2 2 4
8 5

{

3

.

局部宽频带平坦初值

取初值
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“or
‘ + l ) , 二《一 I

1
, 一 1 < 劣《 1

e 一 ‘o (卜 ‘, ,
戈
> l

.r心.1

殆
、.少

X

了.、

.口幼

用格式 I 由t~ 0算到t二 20
,

每隔△t二 1作解的曲线如图 3. 此例的特点是初始时x 二 。附近扩

散
、

反应效应均小
,

但受两边扩散应的影响
,

顶 部的棱角变国滑
,

宽度减小
,

峰值先有微小

下降
,

而后很快上升并变得平坦
.
到t~ 10 已近似地形成向左

、

右传播的行波
.
由此时起计算

出传播速度附(△t= 2 )如表3
.
研随t单调上升

,

并逐渐靠近精确解的传播速度犷
.

裹 3

一

”
’

.. ” , ”
’ .

’

⋯
‘ , 。

’

‘
12

一
!
一几五一

0.21830 ’

0

.

2 2 0 4 4

‘

0

.

2
2

1 6 4
2 3 4

}
0

。

2 2 2 7 7
0

.

2 2 3 0 3

我们还采用峰值小于1的各种局部初值用格式 I 作 了计算
,

均显示了峰值先下降
,

而后

上升
,

同时向两边传播
,

最后形成行波的总趋势
.
初值的形式不同

,

影响形成进波的过程的

长短
.
而时间充分久后的行波解的形状及其传播速度只与系统本身的参数 a ,

刀有关
,

而与

初值无关
.

四
、

结 语

本文用P
etro , 一

G
a

le
r

ki

n

有限元法构造的数值求解非线性反应扩散方程的格式
,

理论上

和实践上均 已证 明有O (
‘2 ,

h

毛

) 的精度
.
如对时间积分采用R

o
ng
e 一

K 吐 ta 法还可提高到O (
r‘,

h4
)

.

数值实验还证明本方法有较好的稳定性并不出现其它一些数值方法所带来的 微小高 频

伪振 荡
。

本文给出的数值结果
,

形象地
、

定性定量地揭示 了反应扩散方程解的性质
。

所 以
,

本文提供的方法和结果对同时具有反应和扩散机制的各个研究领域都有一定的参

考价值
.

本项研究是作者之一唐世敏1989年在澳大利亚新南威尔士大学的大学学院数学系作短期

访问时着手进行的
.
他对当时所受到的热情接待和大力支持表示衷心的感谢

。
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