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摘 要

基于 v o n K a r m a n 方程
,

本文利用打靶法系统地讨论了弹性基础上环形板的轴对称屈曲和过

屈曲

关妞词 弹性基础 把靶法 分支解 渐近展式 过屈曲分析

一
、

引 言

作为一种结构元件
,

环形 板已广泛地应用于各种 工程领域中
,

有必要分析环形板的屈曲

和过屈曲状态
.

具有大挠度的开孔薄板的一般数学理论已由〔1
, 2 〕中作者建立

.

根据这种理

论
,

在〔3 ~ 6〕中已讨论了环形板的轴对称失稳
,

非轴对称失稳和剪切失稳
.

〔7〕中作者根据

一般分支理论一般地分析 了开孔薄板屈曲状态的存在性
.

本文将利用打靶法系统地研究弹性

基础上环形板的屈曲和过屈曲
,

控制方程仍是
v

on K 打m a n 型的并假设环形板的外边界受面

内均匀压力的作用
.

利用有限差分法和打靶法计算 了在各种边界条件下环形板的临界载荷
,

给出 了分支解的存在条件并利用摄动 展开和打靶法得到 了线性化问题的最小特征值沪附近分

支解的渐近公式
.

最后
,

分析 了环形板的屈曲和过屈 曲性态并由渐近公式数值地研究了屈曲

性态对于边界条件和有关参数的依赖 性
。

二
、

基 本 问 题

设弹性基础上有一内外半径分别为。
,

b
,

材料常数为E
, v 的各向同性环形板

,

并设在

中面内内边界固定
,

而外边 界受均匀径向压力 P的作用
,

在竖直方向板的内外边界都是弹性

支承的
.

在 中面内取极坐标 (
r ,

0) 并使原点与环形板的几何中心重合
,

此时
,

存在单值应力

函数砂
‘, “’,

在轴对称情形下
,

控制方程为
:

微分方程
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三
、

线性化问题和临界载荷

当板未发生屈曲时
,

即评二 o ,

控制方程为
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,

( 2
.

9 ) 的一个解
.

对应于板的 未屈曲

状态
,

称为平凡解
.

控制方程 ( 2
.
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,
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,

特征参数为几
,
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,

( 3
.

3 )
,

( 3
.

4 )至少有

一个非零解
,

则称沪为特征值
,

工程中也称为临界载荷
,

一般而言
,

这种 元有无穷 多个
,

但

其中最小的具有重要的意 义
.
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,
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显然
,
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,
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.
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,
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,

其迭代过程如下 :

(l)
’

首先给定初值 凡> 。及误旅精度乙> o
,

将区间〔c
,

1」分成N 等分
;

(2 ) 对一系列几
‘

(f= o
,

l
,

2
,

⋯ )
,

未11用 R 二。g e r一K 二 tta 法求解初值间题(3
.

5 )
,

得币{{舀
, ,

氛,

(3 ) 计算行列式f
:
~ d e t(J(几

‘

))
,

判断

{f
Z

}< 占 ?

若 lf
2

}< 占成立
,

结束迭代
,

得到特征值护的近似值几
‘.

否贝lJ
,

对几二几
‘+ △几和 义~ 之

‘一 八几
,

分别求解初值间题 (3
,

5 )
,

并计算f
3
一 d e

t( J(还
‘十 △几))及f

,
一 d e

t( J( 几, 一 A兄))
.

(4 ) 计算几
‘+ l

~ 几‘一 2f
2
△几/( f

3 一 f
,

)
,

返回 (2 )
,

重复上述过程直到 }f
:

】< 己为 止
.

在数值计算中
,

取 d 一 1〕
’。 ,

N 二 4 00
,

△元= 1。
一” .

为校验程序
,

首先计算 内 外边界夹

紧
,

外边界承受均布压力作用的环形板的临界载荷
,

并取
v 一 1 / 3

,

邮 ~ 码一欲 = 彭 = 10 ‘。 以

及k
,

一 0
.

在表 l中
,

列出了相应的结果并和已有结果相比较
,

〔8 」中结果是用变分法得到的
.

为方便起 见
,

用S
,

C和 F分别表示边界为简支
,

夹紧和 自由
.

即

S (简支边 ) : 秃二= o
,

k二= + co

C (夹紧边)
:

献 ~ + ,
,

故 = 十 co i二 a或 b

F (自由边) : 寿李= O
,

k二一。

衰1 最小临界教荷

”
二a/ 。

‘ ’

尸
- , “

~ ~
r ‘
峪 . 、 沈盯阵 ~ ~

,

~
一 ~

一

~ 四理

~
峨 , -

一
寻

~

一
~

{

0 2
.

0 3 0 4

一一甲
~ 一

1一 『

一
1一 ~ ~

号
~ 一

~ -

一

5 9
.

6 生

5 9
.

6 4

5 9 6 0

7 5
_

3 3

7 5

7 5 ::

10 0
.

6

10 0
.

7

10 0
_

6

0
.

5

1 4 3
.

9

14 4
.

0

1 4 3
_

9

0
.

6

2 2 5
.

5

22 5
.

7

22 5 7

0
.

7

4 0 6
.

0

4 0 6
.

2

4 0 6 1

41卜口
�
日51匀二」本文结果

〔3」中结果

〔8 」中结果

0

4 9

4 9

4 9

各种边界条件
、

弹性常数k
,

和几何参数
c下

,

环形板的最小临界载荷沪列于表 2中
.

可见
,

材料参数
,

几何参数以及边界条件对临界载荷护有着本质的影响
.

临界载荷才浮随着 k
, , 。

的
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增加而增加
.

因此
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或脚= o
,

当k二

b 一1 = 0

一 。时
}

当二一 c 时

L ; 一理二 0 在O 内

(万
, 一脚 d / d 戈 )叨 = o

,

( g 一 ; . + k二)叨~ o
,

d ,二 / d 劣2
二 o 当x == c时

b l : = 0

L ; . w 一 O 在必内

(刃
,

一 k忿d / d 戈)口= 0 ,

(口
, : . + k二)田= 0

r 功 /d 砂= 0 ,

当壳二钾 0时
,

b : 一= 0

或叨 == 0
,

当几二= 0时 }
当x 一。

r....
‘

1
.‘J

!
咬,..、

L : . 功= O 在办内

(万
, 一 献d / d 戈 )切 = o

,

( g , 、一 + 掩二)二二 o
,

d Z叨 / d 劣
2
二o 当戈二 e 时

b : : 二 0

r...声、....L

、多
‘

那
了.、

因此
,

我们有如下定理
。

定理3
.

1 设几二沪为 ( 3
.

8 )的根
,

则L = 2当且仅当沪 同时是问题 ( I ) ~ ( 万) 的特征值
.

假定H 不存在 几
,

使得它同时是上面四个问题 ( 1 ) ~ ( 万)的特征值
。
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一
-

一
~

一
- 一

~

一
-

一
.

- ~

一
一

一
一

一
~ 一 一一一-

一
一—
一

因此
,

如果几= 沪是(3
.

5) 的根并且假定 H 成立
,

则线性化问题(3
.

3 )
,

(3
.

4 )只有一个形

如(3
.

6 )的非零解
.

四
、

分支解及过屈曲分析

下面我们来讨论环形板的过屈曲性态
,

即在临界载荷尹附近 (2
.

8 )
,

(2
.

的的非平凡 解
.

设 护是临界载荷
,

并且假定H 成立
,

于是
,

(3
.

3 )
,

(3
.

4 )存在唯一非零解。
,

并设功满

足法化条件
伽zdx

一‘

假定(2
.

5)
,

(2
.

的的解具有形式

评(x
, ‘
)=

‘动 + ‘
评

2

(二
, ‘
)

N
,

(x
, ‘
)~ 几N 节+

‘N
一 :
(x

, ‘
)

久(
‘
)= 只

. + 久
2

(
‘
)

其中
, ‘
为小参数

,

定义为

} (4
.

1)

一

!:。
“‘

(4
.

2)

由此得

{;讯“
‘一。

(4
.

3 )

将(4
.

1)代入 (2
.

5 )
,

(2
.

9 )
,

得到关于评
: ,

N
r : 和几

:

的方程

如评 : 一

冬公卜。关
一

(。 十评
:
)」
一影其

一

卜‘

(苏
+

立
一

二)
“

· 2

一鑫〔二
(, + 择

2

,
了

去
(“ ‘“

’
〕

{⋯
x d N

, :

/ d x + (l一
v
)N

一 : = o
,

(刃
,

一 k 拿d / d x )评
: = o

. , 、 , . , , , 二 . 、

,
. 、 ,

d
, _

~
、

气q , ‘朴 + 人‘I v 于。 / “ x 十月 及少rr , 十 ‘zv f ‘
J牙

一

戈功 + 伴 2 )

(4
.

4 )

时C
一一

X当

、....!
、了吐,协,,.尹

+ “ZN ,

癸
一。

(4
.

5 )

N
, 2

== o
,

(刃
,

一 k 李d / d x )评
, : = o

(
。·、· + , ZN :

一

乳
一

+ “: )‘
: + ‘N

· :

橇
(。 + ‘

:
)

+ , 2 , :

嘿
一。 {

一
‘时 (‘

’

6’

显然
,

当‘~ o时
,

(4
.

3 )~ (4
.

6)有平凡解

评
: = o

,

N
一: == o

,

几2 = o

(4
.

3)~ (4
.

6) 关于平凡解的线性化问题为
:

一 几
,

d ,
, , _

d 功 、
L声杯

:
一竿 一号

,
《二N 李

一

牛竺】二 0
一介 ”

’ .
“ 戈 d 劣 \“

’ r

d 戈 I~
甘

(公
+

备谙)
N

·: 一。
(4

.

7)内办在

、...、r
.../
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一
——

—
一

一一
一

一
一~

‘

x d N
r Z/ d 二 + (l一

v
)N

, : = o
,

(万
,

一 k 李d / d x )评
2
= o

(口
, ‘. + 寿二)刃

: + 几
Z

N 份d 幼/ d x = 0

N
护 2二 o

,

(万
,

一奸 d / d x )评
: = o

(q
一 * , + k吞)评

2 + 之: N 节d 功/ d 二= o

{:讯“
二一 O

}
当 x 一c时 (‘

·

8 ,

}
“‘一‘时

(4
.

9)

(4
.

1 0 )

0
.

将 劣功乘以(4
.

7 )第一个方程两端并在 [c
,

1〕上积分
,

利 用

l d 、“ d
Z

/ d
Z

.

v d 、

十
, 一

, ~
,

八
, 示 十

,

一 l
劣 Q 劣 / 口 X

一 \ Q 戈
一

戈 口 戈 I

Z d / d
Z

十 二 了二
一

火d了

v d \

十 一
, 一 .

戈 a 茸 ,

N.尹
.

叙, ‘

几了\
多石

看难不

_ 一_

屯(
_

工
劣 d x 、劣

d
.

d 么

一
,

一十 V ,

a 劣 a X
“ )

得到

显然
,

“:

{;袱
:
(
一

努)
Z

dx 一。

{:
二、 ,

(鲁)
Z
d 二< ”

于是
,

几
:
= 0

.

因此
,

评
: 满足如下边值问题

{
与

,
评

: = 0 在刃中

(万
,

一 k争d / d 二)评
2

= o
,

(a
r : , + k 二)评

: = o

(万
, 一 k掌d / d 二 )评

2 = o
,

(q , ‘, + k致)评
2

二 0

当劣 = c 时

当 x = 1时

将此边值问题和当兄= 沪时 (3
.

3 )
,

(3
.

4 ) 相比较
,

得 评
:
= a 动

,

这里 a 是常数
,

由条件

(4
.

1 0 )
,

易得a = O
,

从而评
: = 0

.

因此
,

当
(
= 0时

,

(4
.

7 )~ (4
.

1 0 )只有零解
,

至此
,

证明了

如下定理
.

定理4
.

1 设护是 (3
.

5) 的根且假定 H 成立
.

则 (2
.

5)
,

(2
.

9 ) 的平 凡 解在线性化问题

(3
.

3 )
,

(3
.

4 )的特征值几= 沪处发生分支
.

分支解具有形式(4
.

1) 并满足
: 当 ‘= o 时

,

评
2

=

N
r : = 几: = 0

.

现在
,

我们寻求评
2

(x
, ‘

)
,

N
, :

(x
, ‘

)
,

几
2

(
‘

)关于
。的渐近展式

.

设

评
:
(‘

, ‘
)一

‘
评绪” + ‘“

评奋
“, + O (

‘3
) 1

从
“
(,

, ‘

)一
‘
N 万毛

, 十 ‘

w ;盖
, 十 O (

‘“
) 七

只:
(
‘
)=

。几绪
‘, + ‘2几孟

名, + O (
‘3

) )

(4
.

11)

将(4
.

1 1) 代入(4
.

3 )~ (4
.

6 )
,

比较 ‘ 同次幂系数
,

得一系列线性边值问 题
,

求解这些问

(z)f2少题得到评鉴
‘, = N = 衬

‘’= 0
.

而N 票犷
,

评毖
“, 和侧

么, 由下列边值问题确定
.

(d 劣
2

+
一

二
一

劲
“ :犷十

一

拭
一

黔
x d N 荟孟

, / d x + (1 一
v
)N 李轰

, = o (4
.

1 2 )

、...L三产..声

时时

一动JC11
户了占X劣

在当当n
甘

一一

= O

。
了, 、

l
。

畔 主
一 ’

一 一 几 粼xN :

穷)
一

立蕊何心为
在。 内

鱿L

(4
.

1 3 )
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(万
,

一 k攀d / d 二)评套
“, = 0

(口
, ; , + 寿二)评孟

“, + 几绮
忿,

(万
,

一 k 票d / d 二)评孟
“, = o

N 拟功 /d x 十 N段
, d 幼 / d 二 ~ O }

(q’
; , + 此 )评奋

“, 十 几步
“, N 洲功 /d x + N 吞犷d 。

!:侧
“’‘dx 一 O

/ d 二 _ 。

}

当二= c 时 (4
.

14 )

当劣 = l时 (4
.

15 )

(4
.

1 6 )

为求解(4
.

1 2 )
,

了兰\ d x
乙

构造如下两个初值问题

3
十 劫

· 十
一

办(尝)
2
一” 在“内

d 刁d x ~ O

之 = 0

当 x = c时

当劣= ‘时
{ (4

.

1 7 )

‘
一

或
+

一

“
一

草
一

、
二 _ 。

、 d 戈
“

X a X /

: = A
3 ,

d刁 d 二 ~ 一 (l一
,
)A a/ c

易得(4
.

15) 的解为
之= A

。

〔(l + v
) + (l一

v
)
e Z

/ 二
2

」/ 2

设(4
.

1 7 )的解为占
3 ,

不难看到

在蔚内

当 x ~ c 时 } (4
.

18)

N 李盖
, = 省

。+ A
:

[ (l + ,
) + (l一

v
)
e Z

/ x Z〕/ 2

为(4
.

12 )的解的充要条件为 N牙在二 = l处满足 (4
.

1 2)中的条件N 吞犷二。
.

由此得

A
3
= 2蜜a(1)/ [ (l + v

)+ (1一
v
)
c Z

j

利用处理 (4
.

7 )一(4
.

1 0 )的相同方法
,

由(4
.

15 )一(4
.

16 )可得

(4
.

19 )

(4
.

2 0)

注意到

“;
2 )

一 !; xN城
一

喜贯
一

丫
“二

八娜
:
(

一

豁)
Z

dx

{:xN城黑户
二

一钱xsN 吐卫鄂址
一

+
一

会
‘ ~

旦答笋
一

]ax
一

段娜冲卜
·

)N ;犷
一卫赞)

-

一

芳[
二一

嘿梦二
+ ·(卜

·), ;, )〕}
、·

一

尽!:
·

{卜
-

嘿毖二
+ “一)N ;

小
(卜一)(、:、

)
)

2

}
‘·

可得

因此
,

凡盆
“,
> 0

.

分支解(4
.

1 1) 是右倒的
.

为从(4
.

15) ~ (4
.

1的求得评盆
2 , .

构造如下初值问题

娜一二
、、\熟xN :

一

癸)
一

专
一

翻‘卿尝)
一” 在“内 “

·

2 , ,

之 ~ d刁 d x = d 任 / d扩 = O

ds 刁d xs = 兄绪
“, N州功 /d x + N 才d 。 /d , } 当劣= c 时 (4

.

2 2 )

这里
,

N 李
, 。 ,

N 纂犷和棍
“,都是已知的

.

设(4
.

2 1)
,

(4
.

2 2 )的解为弘 令
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评盆
2 , 二占‘+ A

4

占: + 姓
。

雪
:

(4
.

2 5)

其 中
,

A ‘,

刁
。

是常数
.

显然评套
“,是 (4

.

1 3 )一(4
.

16)的解当且仅当甲护
,
满足 (4

.

15 )
,

(4
.

16 )
,

于是得到关于A ‘ ,

A
。

的方程

〔君了(1 )+ (
v + k拿)占{(1)

‘
+ 〔省丁(l )+ (

v + k票)雪; (1)〕A
。

+ (
v + k拿)占{(1) ]A

‘
+ 〔差

〔占叮(1)+ (
, + 为拿)君; (l)〕

〔雪丫(1) + 雪了(1)一 (l + 几朴N 李(l))雪;(1)一 k客雪
:

(l)]月
-

+ [雪笠(1)+ 占公(l)一 (l + 几补N 寸(l))雪; (1)一 k客雪
:
(1 )〕A

。 (4
.

2 4)

= 一 〔省鉴(1) + 省了(1)一 (1 + 几务N 份(1))占;(1)

一 k盔雪
一
(1)〕+ 〔义右

名, N 李(1)+ N 二毛
,
(1)〕功

‘

(1)

以及

}:
* 1

“xA
‘+

又缈
“xA

‘

一醛妙
“二

(4
.

2习

虽然(4
.

2 4)是一奇异线性方程组
,

但由于假定H 成立
,

(4
.

2 4 )在条件 (4
.

2 5 ) 下是封闭

的
,

于是可求得常数A ‘和A
。 .

至此
,

我们得到了在线性化问题(3
.

3)
,

(3
.

4 )的特征值久= 沪附近(2
.

5)
,

(2
.

的 的分支

解的渐近展开式
:

评 = ‘。 + 〔3
评孟

艺, + O (
。‘

)

N
护
二义N 甲+ 。ZN 荟盖

, + 0 (
。‘

)

只= 几签 + ‘“火奋
: , + O (

‘”
)

其中
,

流J
, , > 0

.

} (4
.

2 6 )

由(4
.

2 6 )
,

我们可以分析环形板的过屈曲性态并得到相应的挠度
,

薄膜力和弯曲应力
.

在数值计算中
,

首先验证假定H 是否成立
,

若成立
,

利用 R u n g er 一K 叭 ta 方法求解初值

问题(4
.

1 7 )
,

和 (4
.

2 1)
,

(4
.

2 2 )
.

值得注意的是假定H 在考虑的所有情形中是成立的
.

限于

篇幅
,

我们将不列出J以竹的所有元素的值
.

对k
。
= 0

.

0和k
。

= 5 0
.

0
,

环形板在各种边界条件下的心
: ,
值列于表 3 中

,

同时也列出了几

何参数c = a / b对创
么,
的影响

.

可见这种影响是十分明显的
.

aaaaa

片
几几

CCC = 万万万

000
.

111 0
.

000

55555 0
.

000

形2) 的 位 (v二 1 / 3)

C一C ! S 一C 1 C
. 自

S

}
“一s

协
}终

以

1
2 ‘” 3

{
2 8

·

7 0

F一C C一 F F一S S一F

3 1
.

3 5 { 4 6
.

9 7 ! 1 2
.

12 1 5
_

7 9

3 1 5 3 ! 4 7
.

6 4 1 1 1
.

8 6 2 1 5 2

3 17

6 9 5

2 8 9

5 8 4

‘,
·

8 8

{
6 8

’

。‘

}
‘7 ”2

} “9
·

了, } ’了
·

吕2

38 7 1

4 7 2 6 7
,

7 2 3

8
.

6 9 1

12 9 1

4
.

7 1 0

1 1
.

1 7

8
.

2 1 7

6
_

5 60

图 2 至图 13 示出了在
c = 。

.

1
,

。
.

3
,

k
,

= 。
.

0
,

5 0
.

。时
,

环形板过屈曲状态的挠度和应力

分布
,

此时均取
‘二 0

.

1
.

其中
,

虚线和实线分别表示吞一50
.

0和介
。

= 0
.

0时的结果
.

在某些图

中
,

只有一条实线
,

这表 明虚线和实线重合
.

可见
,

弹性基础对内边自由
,

外边夹紧的环形

板屈曲性态的影响较为显著
,

而对两边夹紧环形板的影响最弱
。
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甲
甲
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一
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止
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圈2 挽度分布 圈 3 挽度分布

甲

心
、

、

F心

。一 礼O

圈 4 挽度分布 圈 5 奇曲应力分布

田6 寄曲应力分布 圈了 专曲应力分布

平

C心
犷

0
.

盆 夕弓

O
,
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O声

图 8

0
一

8 ,
。

O

魏度分布

0
‘

e l
。

.

日9 挽度分布
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口
.

忿
一

0
,

忍

仆
.

主

O
0

.

3 0
,

5

卜e

、\
.

:
一 ,

‘

0
.

3 t一

挽度分布圈 10 圈们 奄曲应力分布

图 13 . 曲应力分布

朱正佑
、

一 1 3 5
。

程昌钧
、

一2 0 3
。

圈12 育曲应力分布
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【8 ] R a o ia li
,

G
.

K
.

a n d K
.

U ija y a k u m a r ,

B u e k li n g o f p o la r o r th o t r o p i e a n n 妞la r

P la t e s u n d C r u n ifo r m in t e r ” a l pr e s s u r e ,

月 IA A J
. ,

12 (s )(1 9 7 4)
,

1 0 魂5一 1 0 5 0
.

[ 。 ] C o d li n g t o n ,

E
.

A
.

a 且 d N
.

L e v is o n ,

T he o r夕 o f O
r d ‘。a r却 D ‘ffe r o n tia l E g “a tio ” ; -

M e G r aw 一
H ill (1 9 5 5 )

.
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Bu c klin g a n d Po st
一

B u c klin g o f An n ula r Pla te s o n a n

E la stiC Fo u n da tio n

Ya n g X ia o
Ch e n g Ch a n g 一j

u n

(D ePa r t川e”t o f M e e ha”亡e s,

L a”之ho ” U n 玄v e r s‘t,
,

L a”z ho “)

A七S tf扭C t

O n th e b a s is o f v o n K a r rn an e q u a tio n s ,
th e a 大 isy也 m e t r ie b u c klin g a n d p o , t -

b u e k lsn g o f a n n u la r p la t e s o n a n e la s t ie fo u n d a t io n 15 sy s t e m a tie a ll了 d is e u s s e d b了

u s in g s h o o tin g m e tho d s
.

Kev w o r ds e la s tie fo u n d a tio n , s五o o ti红9 tn e th o d
,

b ifu r e a tio n s o lu tio n , a sy tu p to tie

f o r皿 u la e ,

p o s t一b u ek lin g a n a lys e s

Q


