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摘 要

弱非性理论已被广泛用于流动稳定性理论及其它领域
.

然而其应用对某些问题虽是成 功 的
,

但对另一些问题
,

其结果却常不令人满意
,

特别是对转扳或 自由剪切流中涡的演化这类 问 题
,

这

时理论研究的目的不是寻找稳态解
,

而是预测演化过程
.

在本文中
,

我们将研究不成功的原 因 并

建议一些改进的办法
.

关幼祠 流动稳定性 弱非线性理论 共振

L a n d a U 一
S tu a rt幅值方程

为了讨论方便
,

我们以二维平行流作为例子
.

这时N a vi e r一S柏k e s方程及连续方程
一

可写为

aa1
十 (。

·

v )u + vP 一姿。
,

v
·

“一”
(1

.

1 )

其中 u ~ 王u
,

时
全

是速度
, u 和 v 是其在直角坐标劣

,

公 方向的分量
,

t 是时间
,

P是速度
,

V 是

梯度算符
.

所有的变量都已适当无量纲化
,

而 R 是 R o y甘ol ds 数
.

设解
一

可以展为某一小参数的级数
,

例如该小参数可以是基本波的幅值叭

{u
,

P }
T
一 {u 。

,

P
。

}
T + a {u : ,

P , } , + a Z

{u Z ,

P: }T + ⋯ (1
.

2 )

其中 u 。= 笼“
。

(夕)
,

O}
尹

及P
。

是基本层流解
, u : 是线性化问题的解

,

适当地加以规一化
.

在大多数情况下
,

我们设

玉u
‘ ,

P , }
,
= 咬。:

(, )
,

户:
(梦)}

T e x p [ i(
a ‘ 一 。t)〕+ C

.

C
.

(1
.

3 )

且以后我们写 0 = a x 一“
.

依赖于我们用时间模 式或空间模式
,

或是 u 。

或是 o, 设为实
·

数且为

已知
,

而另一个则与
u , 一起由一特征值问题解出

.

在本 文中
,

我们用时间模式作为例子
.

根据弱非线性理论
, a 和 0 满足下列L a n d a u ~ S t住ar t 方程

岔一
+ “

3

一 + A
S·“ + ⋯

鲁一
。· + 矶

。2 + “.a4 + “
’

(1
.

4 )

其中 。 ,

及。‘

是。的实部与虚部
,

而A ‘及 C‘等则是在求解过程中由某种条件
,

(1
.

5 )

例如由可解性

创刊十周年暨一百期纪念特刊 (I )论文
.

国家 自然科学基金资助项目
.



周 恒

条件所确定的常数
.

但仔细考察(1
.

2)
,

(1
.

4 )及(1
.

5 )式不难发现
,

一旦 a 已知
,

则解就只依赖于一个实质性

的 参数
,

即基 卞波的幅值
.

但另一方面
,

设流动对二而 万是周期 庄的
;

周期 力 2二/ a
,

则任一

满足连续方程及边界条件
,

对 二 有 同 样 周 期 性 的 流场
,

·

都
一

可以是一个真实流动的初始条

件
.

显然
,

由此导致的流动一般弄不粕弱非线理论给出的解相同
.

即使我们自下列流场开始

{u ,

P }, = {u 。
,

P
。

} T + a {u l ,

P: },
(一 6 )

而这显然是允许的
,

因为它满足连续方程及边界条件
,

但为了解(1
.

2 )
,

(1
.

4 )
,

(1
.

5 )成立
,

在(1
.

2 )中自扩 项开始的项
,

必须在一瞬间被激发
,

而这在真实情况
,

例如一个实验中
,

是

不可能的
.

如果我们考察 K ac h a n 。砂
‘’
实验中的数据

,

就可发现在各处二次谐波的幅值总比

我 们用弱非线性理论中的摄动法
,

在 。 取自
’

实验数据时所算出的要小得多
.

例如
,

算得的值

比实验的值要大 2 至 3 倍
’

.

且越是靠近激发不稳定波所用的振动条件
,

其差别越大
.

如呆我

们从物理角度未观察
,

则在 N ishiok
a
等人拌’及 K ac h a n 。俨 ‘’ 的实验中

,

在发展的初始阶

段
,

并不存在谐波
.

因此谐波必是通过非线性作用所激发的
,

而这不能是突发性 的
.

因此
,

二次谐波幅值不一定正比于 矿
,

三次谐波幅值不一定正 比于
a “,

等等
,

如弱非线性理论给出

的那样
,

补救的办法是我们应该给每一谐波以一个独立的幅值
,

并导出其演化方去
,

以使其

逐渐的演变过程得以考虑
.

按照 S t““r t 〔‘’或 z hou (周 )
‘5’,

则在弱非线性理论的框架中
,

可以写

{u : ,

p
:

卜r = {。2。

(y)
,

尹: 0

(y)}全e x p〔一 20 ‘〕
一

卜{n
: 2

(y )
,

乡: 2
(夕)}

, e x p〔2‘8〕

三 {u z。 ,

P : 。} , + {. : : ,

P2
:

卜
,

(1
.

7 )

其中右端指数中出现0‘是因为线性化问题对应的特征值问题 可能不是 中性情况
,

否则 0
‘
= 0

.

因为叽
。
等的幅值不一定正比于扩

,

(1
.

2 )式右端的第三项应代之以

b : 。{。: o ,

乡: o

}, e x p〔一 2 0‘〕+ b
Z : {。: : ,

乡
: :

} , e 二p 〔2‘0〕
.

(1
.

8 )

根据弱非线性理论的摄动法
,

姚。等满足的方程为

、./

Q。
.

1山
矛
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口u
, 。
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_
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一

扩
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飞注一十 “, 。
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一

V
“
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一
“找“L‘“,

’

, ) “; 」

V
.

u : o = 0

、、2nU1
口

�11叮龟了、

�
..争.J口U

, ,

一氏笋‘
-

十 “o

O 【

a 赵
, ,

一

台犷一 十 “” 努
十vP

之2 一

吴v
Z u Z : = 一 ZR 。〔( u

:
·

V ) u
: 〕

V
·

u 2 2 = 0

其中 . 表示取共辘数
, R e 表示取复数的实数部分

.

按照Zh。叹周丫
5’的写法

,

实际求解讥
。

等的方程为

_ _

1
艺。‘“‘。 一灭

公: o == 0

或翰一
Z R 。 (。

:
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、
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且若我们取讥
。
等的幅值为

a “,

就恢复为原来的弱非线性理论的结果
.

如上所述
,

应给 仇
。

等以独立的幅值
.

但 我们设其速度分布形状可借用上述述动法所得

的结果
.

这样
,

下式就是可用以取代(]. 2 )式右端第三项的适当表达 式

b
: 。

(才)咬让
2 。

(, )
,

户
2。

(夕)}
, + b

: 2

(t)畏。
2 :

(u )
,

乡
: :

(, )}
T

(1
.

1 3 )

其中形状为已知的
,

但幅值b
: 。

及热: 则可随时间而慢变
,

如 a 那样
.

如我们将(1. 1 3 )式的第一项代入 (1
.

9 )
,

用 饥
。

讥
。

点乘(1
.

的式的第一式
,

然后积分
,

按

照流动稳定性理论中推导能量方程的步骤
,

就可导出 下列姚
。的方程

d b
Z。

= B oz bZ 。月
一

B
。: a “

(1
.

1 4 )

用同样的方法
,

可以导出 b : :

的方程

d b
: 2

一

= B Z ! b : : + B
z : a “ (1

.

1 5 )

而且考 虑到 (1
.

n )及(]. 1 2 )
,

不难 证明

B o z + B
o z = B

2 1 + B
: 2

= 2田‘

如我们继续做到下一步
,

则原来 的L a o d au
一S to

r t方程将成为

(1
.

1 6 )

窦一
+ (A

3 1“2 。+ A
3 2
“2 2

,
a

(1
.

1 7 )

且可类似地导出 夕的方程
.

因此
,

主以此为止
,

我们将有三个方程(从 1 4 )
,

(1
.

1刁 及(1
.

1 了)以

取代原来的一个方程(1
.

4 )
,

而二次谐波及平均流修正的演化则已考虑在 内
.

显然
,

.

上述步骤可继续做 卜去
,

越来越多的谐波将带来越来越多的幅值方程
.

在 令(1
.

1 4 )
,

(1
.

1 5 )及(1
.

1 7 )右端等于零 时
,

我们可用以求出平衡解
‘

这里应 注息
,

若

令

b
: o
二 b

z :
二 a “

则 (1
.

1 7 )式就回jlJ 原来的 L a n d a 二
一

St 认ar t 方程
.

但 由于有 (1
.

1 6 )式
,

当 仇
。

一饥
2
二 a 之

时
,

d饥0/ dt 斗 。及d饥以dt 斗 0
.

因此
,

除非。‘= O ,

否则由(1
.

1 4 )
,

(1
.

1 5 )及 (1
.

1 7 )求得的平衡解

与由原来的 L a n d a 住一S tu ar t 方程求得的并不一致
.

由于原来的 L a n da
以一

St
u ar t 方程是现在

形式的一种特例
,

而(1
.

14 )及 (1
.

1 5)是在形状假设 卜用能量法导出的
,

这对弱非线性理论本

身显然是正确的
,

因此不难得出一个结论
,

即原来的弱非线性理论只有在其线性化问题对应

的是中性情况
,

如S to a r t 〔“’,

W
a t s o n 〔们那样

,

或人为的使之如此
,

如 Z h o 。
(周)

L‘’那样
,

刁
‘

能给出从分析观点和从能量传输观点出发彼此相容的解
.

当然
,

如果我们将摄功法继续jlJ 无

穷多阶且能证明其级数收敛
,

则或者即使在 。‘斧 o 时也能得到 自恰的解
,

但至
一

扮并没有人能

做到这一 点
。

一旦求出平衡解
,

我们就
一

可以用自平衡解加以小扰动的办法研究具稳定性
.

我们 曾计算

了平面 Poi s e‘ ll e 流的若干例子
,

其参数均很接近于中性情况
,

以至我们 可以 目中性的线性

问题开始摄动
.

对这些例子
,

其稳定性 与原来 L a n d a
卜St 往ar t方程给出的结果是一样的

.

这

些例子中既有超临界的
,

也有亚临界的
.

我们也试用 (1
.

1 5 )式
,

在 a
取 目 K ac h a n o v

实 验 值的条件下
,

计算二次谐波的演化过

程
.

K ac h a n o v
的实验中的激振条置于 二 二25 om m 处

,

故 我 们设二次谐波的幅值在该处为

零
.

我们计算了式(1
.

1 5 )式中的系数
,

然后用数值积分的方法求二次阶波的幅 值 姚
2 .

我们

发现直至 二 = 3 50 处
,

计算所得 与实验相 比是相当不错的
.

注意这是一个演化间题
,

实际上二



次谐波的形状也不能简单地取为当地算出的分布
,

否 则结果不会那样好
.

恒

因此某种演化积累的作用被考虑进去了
,

我们没有继续向下游计算
,

因为那里量出的二次谐波形状已 经有扭曲了
.

二
、

弱非线理论中的共振概念

共振概念在流动稳定性理论及其它领域起着重要的作用
.

在
_

上一节讨论的范围内
,

可 以

考虑两个问题
.

我们以共振三波
‘”~ 8 ’

作为一个例子
.

下列三波

必
:
(, )

e x p〔i(a , x 一 。It )]
,

功
2

(u )
e x p [ i(a Zx + 刀

二一 。 : t)〕

功
。

(夕)
。x p 〔i(

a : x 一内 一 。 : t )j

若其波数及频率满足共振条件

} (2
.

1 )

a ; = Za : ,

。r ,

, 2。 : , ,

。 , ‘, 。 2

“ o (2
.

2 )

则形成共振
.

有些作者不要求 (2
.

2 ) 式中的第三个条件
,

但前两个条件则大家都认为是必需

的
.

除了其它理 由外
,

这 是因为只有满足这一条件
,

它们的相速度才相同
,

以使得它们的相

对相位不变
,

从而保证相互激励
.

但是这样严格的条件
,

只在我们要研究在无 限长时间内的演化问题时才是必要的
,

而这

只对严格平行流
,

巨采用时间模式时才可能做到
.

但在一真实问题中
,

空间模 式 往 往 更合

适
,

且演化过程常常是很短的
,

例如只不过经过几个波长或周期
,

如转披问题或发展中的自

由剪切流中涡的演化问题那样
.

在这些问题中
,

相速度的小量差别不会导致 很 大 不 同
.

例

如
,

相速度之差若为 3帕
,

则在 5 个波长范围内
,

相对相位之差仅为 0
.

3二
,

这不会显著改变

不同波之间的能量传递率
,

而在此期间
,

转换可能已经发生
.

另一方面
,

共振概念给人们一个印象
,

即一旦共振条件满足
,

则共振波的增长率 比起其

他参数的波要小得多
.

然而计算表明
,

波与波及波与平均流之间的能量传递率在共振参数处

并无一个尖的峰值
,

相反
,

它们与参数的关系曲线是比较平坦的
.

因此
,

对共振概念的第一

个修正是它并不提供一个判据
,

使得在众多的波中能选择出单一的一组共振波实际上我们应

该在一个尽管可能是不太宽的一个波段中去计算可能形成近似共振的那些波的增长率并加以

比较
.

应用共振概念时的第二个修正牵涉到如何计算其演化过程
.

在 防
,

8 」中
,

建议用弱非线

理论
.

但如上一节所述
,

对演化问题
,

其演化方程
,

即幅值方程
,

需要重新推导
,

然后我们

才有可能提供一种波数选择机理
,

其结果可能与以前的不同
.

一种正确的途径可以如下所述
.

首先
,

我们可以 自 (2
.

1) 式那样的三波开始
,

但允许其

相速度有某种程度的差异
.

然后
,

由非线性作用
,

下列这类新的波可能被激发
.

必
一

(夕)
e x p {i〔(a ; 一 a Z

)劣一 (。
, 一 。全)t + 刀

z 〕}
,

功
6

(夕)
e x p {￡〔(二

, 一 a :

)%

一 (。
, 一 。曹)t 一刀

二〕}
, ’

价
。e x p〔2 1(a : x 一 。 : t )」 (2

.

5 )

而这些波又可能与原来的波相互作用以增强或减弱彼此之间或与平均流之间的能量传递
.

如

果我们采用第丫节中的方法
,

就可以导出每一模 式的演化方程
.

然后积分之
,

以找出增长率

最大的波
,

这样就可提供一种波数选择机理
.
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三
、

发履中的自由剪切流的平均流修正问题

在将弱非线性理论用于发展中的自由剪切流时
,

还会有另一种困难
.

即若我们采取拟平

行流假定
,

则我们将得到如下的二阶平均流修正公2 。

(刃的方程

d 之公
, 。

d
一刁沪址 ~ 一

万
又叭“ , 夕 (3

.

1 )二R

式中右端代表基本波通过非线性作用产生的 R e y n ol ds 应 力导致的力
.

如果积分此方程
,

则

将得到一个当梦、 co 时代数式衰减的平均流修正
,

这显然与实验结果不符
.

这一困难产生的

根源是 (3
.

1 ) 式只适用于一种定态情况
,

而 对一真实的自由剪切流
,

问题是演化型的
,

在某

处产生的平均流修正 ‘ 只是上游有限距离内扰动所产生的 R e y n ol d s 应力在有限时间内作用

的积累结果
.

这显然是与定态不同的一个演化过程
.

克服这一困难的办法是导出一个适用于

这一非定态演化过程的方程
.

在一个其速度与扰动 传播速度相同的坐标系内
,

我们将看到一

个非定常的剪切流
,

其厚度不断增长
.

但若我 们假 设其增长率很小
,

则在作了若干简化后
,

我们将得到确定平均流修正的方程

a “2。

(y
,

t )
日t

_

里
左

口Zu

口”

口

犷 一 ‘二 一

久ul vl 夕
LI 甘

(3
.

2 )

由于这是一扩散型方程
,

其解可写为

。: 。

(夕
,

t)= 川绷{二
、
总一佘一

, V , >

·

exP 〔
一

韶筹如
·

(3
.

3 )

在实际积分时
,

以一混合层为例
,

我们应 自某一位置开始
,

在该处平均流修正设为零
.

然后

在每一点计算扰动基波
,

即T 一S 波
,

其幅值或取 自实验值
,

或由某种演化方程求出
.

找出扰

动传播速度
,

利用此速度将 时间变量转换为空间变量
.

然后对 (3
.

3 ) 式逐步积分
,

积分步长

应能保证精度
.

这样
,

我们可得到一个在y * oo 指数衰减的平均流修正
.

人们可以提出的一个责难是在推导 (3
.

2 ) 式时没有考虑到剪切层厚度增加的影响
.

而回

答是当我们逐步积分 (3
.

3 ) 式时
,

层厚已假设为已知
,

或者由实验给出
,

或者由其他方程事

先或同时联立求解而得
.

因而实际上层厚增长的影响在计算时已经被考虑在内了
.

致谢 作者在 1 9 8 9年上半年在教委和美国 N SF 资助 (G r a nt IN T 85 一1 4 1 9 6 ) 下赴美国

B ro 二n 大学访问时
,

曾与 B ro w n 大学的 J
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T
.

C
.

Li
。 教授及正好也在该校访 问的J

.

T
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St
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,

在此致谢
.

另本文的 一 部 分 将 于 IU T A M

S y m p o siu m o n N o n lie a r H y d r o d y n a m ie S ta b ilit y a n d T r a n s it io n
(法 国

,

2 9 9 0年 )

上报告
,

作者由于得到了王宽诚教育基金会的资助
,

得 以参加此会议
,

谨致谢忱
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