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摘 要

本文导出了大变形非线性弹性力学的两个具有a ‘, , e ‘, 和。‘三类独立变量的广义变分原理
,

证

明了当应力应变关系为约束条件时这两个广义变分原理是等价的
.

文中对某些特例也作了 阐明
.

关键词 大变形 非线性弹性力学 广义变分原理 三类独立变量

一
、

引 言

钱伟长教授在创导用 L ag
r a n g e乘子法建立变分原理

,

证 明了胡
一

鸳津广义变分原理与熟

知的H el lin g e r 一 R eiss n e r 变分原理的等价性及其它的等价定理和等价条件以及用变分原理改

进了不协调元的使用范围等这些对变分原理作出的巨 大 贡 献 的 同 时 〔‘ ’“ ’“’,

独 创 了高阶

L a gr an ge 乘子法 〔‘’.

钱伟长教授用他的高阶L a g r

an ge 乘子法解决了许多作为高阶L a g r a n g e

乘子法的特例的普通的L a
gr

a o g e 乘子法所不易解决的问题
,

在解决了众所周知的难题大位移

非线性弹性力学的余能原理及其泛函之后
,

他又 用高阶L ag
r
an g e 乘子法建立了两类大位移非

线性弹性力学的广义变分原理
‘”’.

当然
,

钱伟长教授还创立了其它 许多的新的变分原理
【。’.

本文用 L ag ra o ge 乘子法导出了大变形非线性弹性力学的两个具有伪
, ,

自 , 和 “‘三类独立

变量的广义变分原理
,

并证明了当应力应变关系作为约束条件时
,

这两个新的广义变分原理

是等价的
.

本文导得的这两个广义变分原理与已有的变分原理的不同之处在于
:

所有已有的

弹性力学广义变分原理
,

均可 以被认为是最小势能原理的推广或最小余能原理的推广
,

而本

文的广义变分原理则可 以被解释为是上述二者的代数和的推广
.

本文从这一观点出发
、

运用

Lag
r

an ge 乘子法建立了大变形非线性弹性力学的两个具有三类独立 自变函数的广义变分原

理及其特例
,

克服了以前用 L ag
r a n ge 乘子法所未能解除的约束这一问题

【“’.

我们相信本文

的这一观点
,

也可应用于其它问题
,

抖建立相应的广义变分原理
.

二
、

广义变分原理的建立

设有一非线性弹性体发生大变形而处于平衡
,

则它应满足下述方程和条件
:

份

创刊十周年暨一百期纪念特刊(l )论文
.
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1 7 b)
,

这是由于

式代入 (2
.

1 7))
,

得
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(2
.

1 7 n ).
,诊作

月1一JJ力U一啥|一一口�、刃/

无材+划下
碑了
屯、

召奋 =

将 ( 2
.

1 7 f)
、

另一泛函

( 2
.

1 7 9 )
、

( 2
.

1 7 h )
、

( 2
.

1 7 1) 及 ( 2
.

1 7 n ) 代入 ( 2
.

1 5 ) 式
,

我们即求得 T

二
2
一

!
,

(
一‘+ “+ 1

Z u 七 , ‘“七 , j
日A , 、

, 二 , .

r _ , 。

而
‘, + 尹

’

‘“‘

)
“犷 一 }

、
。

, ‘u ‘a “

一

{
: 日月

, . 、 ,

。

忍“在而又下“‘+ “ , , ‘) ” , ““ + {
s

、

aA
戈, “十 “‘, ‘) J瓦牙

.

「 aA 「

+ 、 不 一 l 仑 ‘,
一

J v o 日‘j L ]
d厂 + f 塑

J; 口a ‘」

n , ( u ‘一“ )d s

/ aA 、
, , ,

爪
~

二
~

一 一口
‘才 .口犷

\口e ‘了
一 ‘ /

、.产.。

夕
希“七份+路+“

几了
、

,土
�

O自

S厂dd
� ...J

和一七耳

,.‘
一七以一le|�a、

,
了

JJ份+‘

J协
产

‘
、一

{
:

。

二

〔
口A

+

{
; 一

{〔
( , ‘。+
一)
瓮〕

, , + , ‘

} ( 2
.

1 8 )

(2
.

13 ) 式和 (2
.

1 8) 式
,

为本 文建立的大变形非线性弹性力学的两个具有三类独立变

量的广义变分原理
,

众多的弹性力学的变分原理
,

都是它们的特例
.

三
、

等价性及其条件

将H 犷
;
减去17 誉

2 ,

得

刃
! 一刃

2
一

{
, 1

Z u 希, iu 正 , ‘ (a
口A

‘了一品石

奋

一

{
;

黑
一

(溉一 )
“犷 +

{
·

。

)
d V +

{
、

。

”·( : 一 +
一 , 一 (黔一 )

d s

一

「(
: ‘, +
一 , (搽一)

一
〕
d s

+

{
u 。

「(
, , , + u 。, , ) (

a ·, - aA

ae , ,

旦丝
_

、1
口e 七 ,

/ 」

, , d V ( 3
.

1 )

上式说明当应力应变关系满足时
,

这两个泛函万护
,

和刀护
:
是等价的

.

如果令刁二山, ‘自 , 心 ;
/ 2 ,

又力一 b
, , 。:伪 , 。* ‘

/ 2
,

则可见大变形线弹性理论 也有相应的等价定理
.

四
、

非线性弹性小变形的情形

在小变形的场合
,

当消去小量
,

可由 (2
.

14 ) 式和 (2
.

18 ) 式得出
:

H , 一{
, (一A + B + , ‘。,

, d厂一

{
:

。

, ,a , , ·, d s +

{
:

。

, 一d s

+

{
,

黔l一音
(一

+
一 , ]

d犷 +

J
:

.

黔
一‘

一
, ‘s

一

!
:

。

一( a ‘,” , 一 , . , dS +

{
, 一( a ‘, , , + ,

‘

)‘犷 ( 4
.

1 )
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一‘ (
, 」

.

、 .
、 , , ,

_

r _ .

0 f aA
_ ,

。

‘, ; = 3
; (一月 + 万 + 尹

’

‘“‘)a 犷 + 3,
,

, ‘“‘a 。 一J
s

。

而万
耳 , “‘a 。

+

{
:

“

粼
一 (一

。:
, d s +

{
;

鬓
一

{一 么
(一

+
一 , {

“犷

+

{
;

黔喘一,)
‘犷一

{
:

。

一

嗽一
,
。

)
“S

+

{
;

[黔
, , + , :

〕
一“犷

(4
.

2 )

(4
.

1) 犬和 (4
,

2) 式当然亦可由普通的L a g r a n g e乘子法得出
,

它们之中的三类变量 二lj,

。‘,和晰都 是独立的
.

它们的一阶变分为零相 当于非线性小变形时的全套方程和边界条件
,

即

在体积犷内的平衡方程

J .

川 + 矛‘= o (4
.

3 )

在体积犷内的应变和 位移的关系式

1
,

e ‘, = 2 tu ‘
,
j + ” , , ‘, (4

.

4

在体积厂内的应力和应变的关系式

aA
‘ 一一 = a ‘,

0 叮‘J

口B
。 = e ‘,

口 CT ‘J

(4
.

sa
)

(4
.

s b )

以及边界条件

在S
。

上
:
“‘二 五

在S
。

上 : a ‘, 粉, 二 ,
‘

非线性弹性小变形时的泛函汀亨及刀曹亦有等价定理
,

将 (4
.

1) 式和 (4
.

2)

(4
.

6 )

(4
.

7 )
,
一

丈相减
,

我

们得

。: 一 。 : 一

{
:

(粼一 )响
““一

{
,

瞿
/ a A 、

, 二 ,

、而
‘, 一“ ‘,

)
“厂

+

{
:

。

戳一 )一
d s +

{
, 一

(a
, , 一

黝
, 夕“:

(4
.

8 )

上式说明当应力应变关系作为约束时
,

非线性小变形的两个广义变分原理是等价的
.

显然
,

只要令A = a , , 。: e ‘, e , ‘
/ 2和 B = b ‘, 。: a ‘, a 。‘/ 2

,

则 (4
.

5 ) 、弋对线弹性小变形亦成立
,

这也就是

说
,

小变形线弹性理论亦有等价定理成立
.

五
、

主 要 结 果

1
.

本文求得了有三类独立自变函 数伪, ,

价 , 和 u‘的大变形非线性弹性力学的两个广义

变分原理
.

当应力应变关系作为约束条件时
,

这两个广 义变分原理所对应的两个仅有两类自

变函数 (例如丙
,和晰) 的广义变分原理是等价的

.

2
.

木 文求得的大变形非线性弹性力学的两个广义变分原理 (2
.

13 ) 和 (2
.

18 ) 之所以

是有三类独立 自变函数的广义变分原理
,

是由于在求相应 泛函时 用 Lag
r a n ge 乘子法消除了

(2
.

1) ~ (2
.

5) 式的所有约束
.

同理
,

广义变分原理 (4
.

1) 和 (4
.

2) 也是 具有三类 独立
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自变 函数的关于非线性弹性小变形的广义变分原理
,

因为它们也是由 L a g r a n ge 乘子法解除

了 (4
.

3) ~ (4
.

4) 式的约束而求得
,

它们对应的泛函分别为

。
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犷
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夕
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。‘)d s
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)
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+
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{
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_
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戳一
, 。

)
d s
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2 )

「老
一

)
, , + , ‘

}
d厂
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.

2 )

犷Vr

产

l
‘月

1
.

1
.

+十十

其中 杆 {
’ ,

⋯
,

“万” 为功个L a g r a n 罗乘子
.

为了节省篇幅
,

本文未列出这些运算过程
.

3
.

因此
,

我们可得
:

大变形非线性弹性理论的广义变分原理
:

设伪 , , 自 ,和晰为不受 任何限制的 自变函数
,

则

大变形非线性弹性理论的精确解使泛函 (2
.

1幼 或泛函 (2
.

扭 ) 或泛函 (2
.

18 ) 取驻值
.

非线性弹性理论小变形的广义变分原理
: 设a 。, , e ‘, 和“‘为不受任何限制的自变函数

,

则

非线性小变形弹性理论的精确解住泛函 (4
.

飞) 或泛函 (4
.

2) 取驻值
、

‘

线弹性小变形弹性理论的广义变分原理
:

当A 、e
‘j)二 2

一 ‘a ‘, 。, e ‘了e * : ,

刀、a
‘, )一 2 一 ‘6 ‘, 扮: a , , 汀, : ,

其中a ‘, , ‘和 6‘, 。: 为常数时
,

如 J ‘, , 。‘, 和。‘为不受任何限制的自变函数
,

则线弹性小变形

弹性理论的精确解使泛函 (4
.

冷 或泛函 (4
.

2) 取驻值
.

4
.

本文中所有的广义变分原理
,

均可以根据文献〔9 〕的思路求得
.

长沙铁道学院黄速

建
‘少 即曾根据 文仁9 」的思路求得过另一种不同于本 文的大变形线弹性理论的广义变分原理

.
’

在本文中
,

对于此同一问题
,

我们有 :

大变形线弹性理论的广义变分原理
:

‘

当A (
e ‘,

) = a ‘, 。‘。 ‘, e , ‘

/ 2
,

B (a
‘,
) = b ‘, 。: J ‘, a 。 :

/ 2
,

其中价 , 。,和 b, , , ,
均为常数时

,

如伪 , , 。‘, 和 “‘为不受任何限制的自变函数
,

则大变形线弹性理

论的精确解使泛函 (2
.

13 ) 或泛函 (2
.

1 4 ) 或泛函 (2
.

招) 取驻值
.
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