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摘 要

本文讨论带有关于二的一阶导数项的双曲奇异摄动初边值问题
,

在较弱的相容性条件下构造了

问题的渐近解并证明了解的一致有效性
.

然后我们对原问题构造一个指数型拟合差分格式并建立了

离散能量不等式
.

最后我们证明差分问题的解一致收敛于原问题的精确解
.

关幼词 双曲型方程 奇异摄动 指数型拟合 差分格式 初边值问题
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引 言

近年来我们对双曲型偏微分方程奇异摄动问题的差分解法作了一些探讨
, 例如〔1〕

,

〔2 〕

和〔3 ]
,

根据问题的特性提出了不 同类型的差分格式
,

对相应差分问题的解建立了先验估计
,

据此估计证 明了这 些格式在 1
2

意义下的一致收敛性
.

但在这些工作中所讨论的微分方程都不

含关于空间变量 x 的一阶导数项
.
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立刻得

}i“(x
,

t)一公
,
(x

,

t) }!( C 。‘’“

上面出现的范数的意义同定理 2
.

1
.

(3
.

1 2 )

注3
.

1 如果问题(1
.

1) ~ (1
.

3 )的系数
、

右端及初值函数满足足够的相容性条件使解 u( 二 ,

t)‘C
3
(G )

.

则不需引入函数。 (才/句
,

即可构造出渐近解
,

且形式与公
J
(沉

,

才)先生一样
,

只需将喝
”, 、

喝
‘,及 叫”表达式中

的几换成晰
,

并有如下余硕估计

(。(x
,

‘)一春
,

(x ,

才)}《C 。‘

/
2

(3
.

2 3 )

四
、

差分格式及离散能量不等式

我们在x 方向及 t方向均采用等距网格
,

设步长分别为h和 k
,

且N h = 1
.

则离散区域口‘=

{(二
。,

tJ )
, ‘~ o

,

1
,

⋯
,

N
,

j= 0
.

1
,

⋯
,

仁T 肠〕
, x 。

= ‘h
, 才J二 j壳}

.

用 、‘
(%

,

t )表示
。
(,

,

t ) 的近

似值
,

定义差分算子
:

乙万
‘, “, “‘

(二
,

‘)二 : :
(二

,

t
,

k )
u

璧
、(x

,

t )一 : :

(二
,

t
,

h)
u

坚
、 + a

(x
,

t )
u
贾

+ b(二
,

‘)。委+
e
(x

,

‘)
“‘= f(‘

,

‘) ((“
,

‘)( G ‘
)

u ‘
(劣

,

o )= 甲(x )
, u ‘

(二
,

k )一
u ‘
(二

,

o )二 k叻(x )
u d
(o

,

t)=
“d
(l

,

t )= o

(4
.

1 )

(4
.

2 )

(4
.

3 )

其中 (x
,

t )= (二
‘,

t ,
)

, , ,
(二

,

t
,

k )=
a
(x

,

t )k
e x p(一

a
(x

,

t)k /
。
)

i 一 e x p(一
a
(二

,

才)掩/
。
)

, :

(x
,

t
,

h )二
b(二

,

t )h
e x p(一石(二

,

才)h/
。
)

1 一 e x p (一 b(x
,

t)h/
:
)

差分问题(4
.

1 )、(4. 3 )的解有如下的能量估计
.

定理4
.

1 设“‘
(x

, l)是问题(4
.

1 )一(4
.

3 )的解
,

并设网格步长h
,

k满足 b( x
,

t )h 簇
。
(二

,

t
广

对一切(戈
,

t )〔口
。
成立

,

则当。 ,

h
,

k 足够小时
,

有

{}“
d 11

。 + 11, : u

要l}
: + I}衬竹 , 牙

一

u

委}}
:

《 CK (h
,

k
, 。
) (4

.

4 )

J 万

其中 K (h
,

介
, 。
)~ h掩乞 乙 f

么+ l}:
: “

曹11
, + l{、

/
~

丙于
u

扩11
‘+ l}材而牙

u

要!{
: + (}u‘ !}, ,

J一 2 ‘. 1

朽。 }}己= h兄
v
(ih

, s k )
么

且J二 [ T / 存」 (
s一 2

,

3
,

⋯
,

J )
.

证 利用 [2 〕中列出的一些差分关系
,

以 2协。一 1

畔十护乘方程(4
.

1 )两边
,

得到 (在本证

明中为方便起见记y = “‘
)

:

, :
(
a 一‘r ,夕番) , + , :兔a 一 ‘: : v蓄‘ + : :

(
a 一 ‘? : g蚤)

* + : ; k a 一 ‘v : 。二
: 一 2: ,

(
a 一 ’: :。; “

二

)月

+ 2 , 1 , 考+ 2下: a 一 ‘
by

二

夕‘十 下,
(。

一 ‘e夕2

), + 下, k a 一 ‘c夕l+ (
r :
gg ; ); 一 y:刀; 夕, (x

,

t一 k )

1
, , 、 .

1
, , .

1
, , , 、 .

1
, ,

一 L下2夕夕
:

)又 十 人y妥十 , La y
一

)了十 万 R a y丢十
一
。
又0夕

“

)元 十 万 八Dg 忿
一

“ “
洲



双曲. 双曲奇异摄动问题的指数型拟合差分格式 2 2 5

二 f(Za 一 ‘? i夕, + v )+ , :
(
a 一 ‘, :

) ,扩 (x
,

t一 k )一 2丫r(a 一‘? :

): 梦, (二 一 h
,

t )g *

+ ? l

(
a 一‘? :

), y Z
(二

,

t一掩)+ ? 1
(c a 一 ’

) ; 。,
(x

,

r一庵) + (? l) , v (劣
,

t一 k )v ; (二
,

t一 k)

一 (:
:
)
、。(二 一 *

,

, )。
* +
去

。 ; , ,
(二

,

, 一。) +
去。

; 。2

(二 一 *
,

, )一 。
,

‘ 白

(4
.

5 )

其中 a ,

b
, c , 夕, ,

协
,

y
,

y ; , y ;

均在(二
,

t) 取值
.

注意到函数二 e x p〔一二 )/ (1 一 e x p(一 x )) 单
S 万

调递减
,

则在b( 二
,

‘)h (
。
(x

,

l) k的条件下下
:
( , 2 .

对上式求和肤艺名
,

利用
J 一2 ‘. 1

。 一 ‘: 爹。釜+ : 1。。; +
畏

。。“+ : , 。 一 ‘c 。“> 。 1
(, 长。导十。

‘

)
,

‘

卫,夕戛+ 2 : , a 一 ‘
by ; 梦; + : : v导》 “:

(:
:
厉 + : :

时 )
,

(其中m i
> 0 , m : > 0 )

a 万 合 万

h掩乙 艺 (?
: ,
卜

? : g ; 夕; (x
,

t一 k ))> hk乙 艺 (, : v号
J 一 2 ‘一 1 j . 2 ‘=

1 ,

一
.

石 y lV 亩
乙

1
一 1于 yi y了

‘

(一‘一 “)卜 一 ““

鑫专
, !。

沼一 今

以及 y : ,

v : ,

!(竹 )引
,

}(下
:
)引《ce

, -

竹 + k a
》 m se ,

夕: + hb > 饥
。
(。

:
> o )

可以得到 (
。 ,

h
,

几充分小时 )

口 , 1

}}, 11落+ I}?
:夕, 11二+ 11丫石讯 , ; 11落《 CK

Z

(h
,

‘
, :
)+ C k乙 l, 11专

日呀 才. 2

则由离散的G r o n w al l不等式 (见〔6 」) 立刻得 (4
.

4 )
.

注4
.

1 条件b( 二 ,
t)h《o (劣

,
公)k是由于口可a二项的系数非零及采用指数型拟合格式引起

.

如果b( 二 ,

t) 三 。

或改变差分格式类型
,

则该条件可以除去
。

五
、

一

差分格式的收敛性

在本节 中
,

我们假设足够的相容性条件成立以使问题(]一 l) 、 (1
.

3 )的解城 x , t )〔C叹否)
.

从解的渐近表达 式 (参第三节 ) 知u( ‘
,

t) 及其导数有粗下估计

a “u (夕
,

t )
a劣 ‘at卜 ‘

《C (
e 一 ‘

+ 。‘一 ‘卜 ‘,
) (o簇介簇3 , o簇‘《掩) (5

.

1 )

为方便起见
,

我们还设

c l儿《人( e :
k (

e , > 0 , c :
> o ) (5

.

2 )

由(5
.

飞)
,

易有
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L“
“’

” (
·
(二

,

‘,一“
二

,

‘, , 一o(--么
+

誊)
(
。一 。‘

)1
, _ 。
二 o

,

(
。一 u d

) !
。. 。= m in (kz/

e ,

k )

(
。一 。够)1

, . 。

= o
、

(
。一 “‘

)}
: 二 : = o

由能量估计(4
.

4 )
,

立刻得古典估计

。!“一 “d :}
。

、 e

倦
+

誊) (5
.

3 )

现在来看非古典估计
.

为简单起见
,

考虑拟合因
一

子为

。一匹裂诀裂辰戮米)黔
* - b(l

,

t )h
e x p (一 b(l

,

才)h/
。
)

1 一 e x p (一 b(l
,

t)h /
:
)

则不难验证 :

L二
‘’“ ,

(“
: 一 u “

)二 L二
、’扮, u 。+ 。L二

几’专, v
石
。, + L落

几’“, v
石l
’+ ‘a(九

’“, 。
l(
‘’一 f

一 O(
: + ”+ k + e x ,

(
一 m 。l一x

) (m
。

> o )
,

及 (.
: 一 u ‘

)1
: 一 。二O(

:
)

,

(公
: 一 u d

)}
: 。 。

= 0 (
: ”

)
,

(呀
: , 一 u

梦)I
‘_ , = O (1 )

(云
: 一 u d

)卜
。‘= 0

其中n可取得任意大
.

作变换把边界条件化成齐次
,

再由(4
.

4 )及(5
.

2 )得

」j. : 一 u ‘
l

a

( C(斌 m a x (
。,

人) + k + 。 .

/ h ) (5
.

4 )

从而由渐近解余项估计 (3
.

1 3 )
,

得
{}“一俨 }l

a

簇C(材石蔽(万
,

人) + k + 。“

/ h) (5
.

5 )

综合(5
.

3 )及(5
.

5 )
,

可得到下面的收敛性定理
.

定理5
.

1 设定理4
.

1的条件成立
,

问题 (1
.

1 )、(l
.

3 ) 的解城二
,

t沁Ca (否)
,

且步长h
,

k

满足(5
.

2 )
.

那么差分问题 (4
.

1) 、 (4
.

3 )的解了(二
,

t) 在能量范数意义下一致收敛于 u( 二
,

O
,

且有估计
{l
“一俨 !{

.

《C h , , 5

(
; 二 o

,

z
,

⋯
,

J ) (5
.

6 )

其中范数 n
·

臼
。

的意义同定理4
.

1
.

证 当 。万簇h时
,

利用估计(5
.

5 )
; 当。 “

》h时
,

利用估计(5
.

3 )立刻得(5
.

6 )
.

注 5
.

1 如果将第三节中对问题(l
.

6 )
,

(王
.

7 )的处理过程直接用于问题(1
.

1) 、(1
.

3)
.

则我们可以在相

容性条件C , 、

C :下(u (二
,
t)(C

,

(百))
,

从渐近解推断解的导数估计
.

类似于定理 5
.

1可证明差分格式在能量

范数意义下一致收敛
.

〔1 ]
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