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摘 要

本文分析奇异摄动问题
。。即

+ a (二)。
‘
一 b (二 )。= f (二)

,
0< 戈< 1

, “(0 )
, 。(1)给定

, 。任 (0
,
1 ]

,

。(二 )> a > o
,

b( 二 )> 。的一类非完全指数拟合差分格式一致收敛阶的充分条件
,

由此构造出二阶一

致收敛的非完全指数拟合差分格式
,

最后给出数值结果
.

一
、

引 言

在研究奇异摄动问题

{
L

。。 ,

(、)二。。I,
+ a (二)u ,

一b (二)。= f(二 )
, 0 < 二 < 1

。(o )二刀
。,

(1
.

1 )

其中小参数
。〔(0

,

1」
, a (‘ )> a > o

,

题

u (z ) = 刀
1

b (% )》 0
, 二〔〔o

,

1] 的差分格式时
,

人们有时借助于问

L : u 。

(戈)兰。u “ + a (劣 )u 产= g (劣 )

u (0 )二刀
。 , u (1 )= 刀

1

O< 劣< 1

的指数拟合差分格式

R ‘u , = Q ‘夕, ,

i镇 j( N 一 1

u 。== 刀
。 , u 二= 刀

1

构造问题 (1
.

1) 相应的差分格式

R h u , 一Q 几(bu ) , 二 Q几
f

,

u 。二刀
。, u 二 == 刀

,

1( j( N 一 1

我们称之为问题 (1
.

1) 的非完全指数拟合差 分格式
.

近几年来
,

人们对这种类型的 高 阶一

致收敛差分格式进行了初步的研究
.

L or
e
nz

〔‘’设计出一种非完全指数拟合差分格 式
,

并 对

a( 劝 为非零常数的情形
,

证明了格式的二阶一致收敛性
,

但当 a( x) 为非常数时
,

未能得到

理想的结论
.

我们将对
a (x )为非常数时给出更细致的估计

.

D o o la n ,

M ille r和S e h ild e r s‘”曾

.

林宗池推荐
.
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推测另一差分格式为二阶 一致收敛
,

我们将给予否定
.

然而
,

本文的主要目的在于分析包括

上述两个差分格式在内的一类非完全指数拟合差分格式一致收敛阶的充分条件
,

从而构造出

二阶一致收敛的差分格式
.

为方便起见
,

我们认为
。(幼

,

b( 劝
,

f( 劝为充分光滑函数
.

文章中凡与。,

h
, 二 , 无关的

正常数
,

不加说明时
,

一律用C表示
.

二
、

极 值 原 理

考察差分格式
L 几u , 二 R

几u , 一Q几(bu ), 二Q h
f

, ,

u 。二刀
。, u 二= 刀

1

1( j( N 一 1

(2
.

1 )

其中

R 几v , 二 。h
一 “(r 下v , 一 ,

+ r
了

v , + r
亨
。, 、 ,

)

Q hv , 三 g 丁。 , 一 , + q下
v , + g 亨

“, 十 ,

r 7二 r 7(P 7)
, r
吉=

r
亨(p亨)

, r ; = 一 r 下一 r
亨

q 下= q (p下)
, g育== q亨(p 吉)

, a ; = g 丁(p 7
,

p 言)

户了二h(oa , 一 :
+ (1 一 8 )a , ) /

e ,

户亨= h(oa , 十 :
+ (1一 0)a , )/

。 ,

0( 0( 1

r 一

(P )=
Pe X P仁一 P〕

1一 e x P[一 P〕
’

r 一

(0 )二 1 ; r +

(p )=
p

1 一 e x P〔一P〕

, r +
(0 )= 1

a 一
(p )

,

g +
(p )

,

g
。

(p : ,

p Z

)是与b(二)无关的函数
.

在下面的论述中
,

为不引起混淆
,

我们略去
r 7

, r
亨等的下标j

.

我们知道
〔”’函数

r 一

(p )
, r 斗

(p )〔C 力 (R
尹

)有如下性质

i )

(2
.

2 )

11 )

: 一

(。) 一 i 一

;
。 +

112
0 2 + O (p

4
)

, r ·

(。)一 ‘+

;
。 +

鑫
p Z

+ O (。
4
)

当p > 尸时 (尸> O为常数 )

! D
‘
二

, r 一
(p ) }( C p e x p 〔一。 ]( C e x p〔一 p / 2 〕

,

‘= o
,

1
,

2

!
r +

(p ) }( C p
,

ID
, r +

(p ) I成 C (2
.

3 )

在下面的讨论中
,

我们假定

q 一

》0
,

a十 ) 0 ,

C》 q ”

> C 一》 q 一
+ g +

e h
一 艺r

一 b , 一 , g 一

> o , 。h
一“r +

一 b , + : g +

> 0
(2

.

4 )

、
、尹
、

、少
,j二:几

.J二

极值原理 若 {。 , } 为网格函数
,

满足L 几v ,
> 0

,

1《 j《N 一 1
, 。。( 0 , v ; 簇 0则 。, 《 o

,

O《j簇N

证明 因为

L 介v , 三 (。h
一么r

一 bs一 : g 一

)v , 一 , + (。h
一 Zr “

一 b , q c

)v , + (。h
一么r 斗

一 b , , ; Q+

)口 , 十 ,

b (戈 )》0 , 。一 ,

q + ,

。c

> o , r C

= 一 r

一
r +

一 (。h
一 Zr “

一 b , q c

)) (。h
一 “r

一 b , 一 : q 一 )+ (e h
一 Zr 十

一 b , , : q 幸

)

。h
一 Zr

一 b , 一 :口一

> 0 , 。h
一
份

十
一b , 十 , g +

> 0

而故又

这表明一L *
所对应的系数矩阵为M阵

〔毛’
故极值原理成立

.

由极值原理立即可以得到
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比较定理 设{v , }
,

{犷 , }均为网格函数
,

且 }L
几v ,

}( L 几犷, ,

1《 j《N 一 1
.

}
v 。

!镇 一 犷
。 ,

!彻 !( 一厂N ,

则 !
v ,

}( 一犷, , O《j( N
.

下面我们引入两个比较函数

引理2
.

1 网格函数甲
, 二一 2 一幻

,

对h成C
、
(C

t

为与
。无关的正常数 )

,

满足

护物 > C
,

1《j( N 一 1

证明 显然

L 几切, 二尸, , 一 Q 几(b甲), > R 几切, ,

1( j( N 一 z

由(2
.

3 )

r 一

(p
一

)== r 一
(p ) + O (h

艺

/
e )

, r 十
(户

十
)” r 十

(p ) + O (h
l

/
。)

故 R 几甲, = 。h
一 ‘[ 一 r 一

(p
一

) + r +
(p +

)」二 a , + O (h )

从而
,

当h适 当小时 (如 h( C ,时)

L场
,
>

a > 0
,

1 ( j( N 一 1 证毕

注意到L协
, 》 R勺

, ,

类似〔3〕引理 5
.

4的证明
,

可以得到

引理 2 2 网格函数功
, 二 一ex p 〔一枷

,
/
。〕

,

对h《C
, , o< 刀< C

:
(C

, ,

C
Z

为与
￡ 无关的常

数)
,

满足

, : 、 。 1
, 。 , 、 ‘

一 ,
、 ,

l‘” , 夕多七 m a x (人
, 。) e x p L一 p x , / e J

,

1飞J飞 Iv 一 l

三
、

一致收敛阶的充分条件

问题 (1
.

1 )的解
u .

(二)有渐近分解式
【3 ’

u .

(戈 )= 占v 。

(x ) + Z
:

(戈)

u .

(劣 )= 刁
。

(% ) + C
。
G

。

(戈) + 。R
:

(% )

(3
.

1 )

(3
.

2 )

其中

G
。

(% )二B (劣 )E
。

(x )
,

R
。

(戈 )= 占v 。

(% ) + Z
:

(x )

! C
。

I
,

}占}( C
,

I月
‘

:
, (二) 1《C

,

‘> o

B (沉 )=
1

a (戈 )

二 p

〔
一

!:言g}
d·

」
。

、

「 I f
’ , 、 ,

飞
尤

。

气戈 ) = e x P } 一
_

} a 气S ) a s l
, ” 一

气戈 ) = e x PL一 O 吸U ) 门/ 己 j
l_ 乙 J O 」

!Z
(
:

, (二) }( C凌l + 。一‘丰 ‘e x p 厄一 a 二 ,
/
。〕}

,

i) 0

为建立格式(2
.

1) 一致收敛阶的充分条件
,

我们先估计该格式的截断误差
T , (u )= L

几u (劣 , )一 L 几u j = R *u (x , )一Q 几〔b (劣, )u (戈 , )〕一Q . 〔L “(% , )〕

二 R 介u (、 , )一Q
为

仁: u “(x , )一 a , u ‘
(二 , )卜 乙 T ‘u “ , (二 , ) + R : (u ) (3

.

3 )

其中

T
。
二 eh

一 2

(r 一
+ r “

+ r 十

)

T
,
== 。h

· , (一 r 一
+ r ‘

)一 (a ,
。 , 口一

+ a , Q’
+ a , + :口小)
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。(r 一
+ r +

)一 。(q
一
+ q

“

+ a 十
)一 h(一 a , 一 la 一 + a , + , q 十

)
1,一

T ‘一 ‘

{
·“‘一“ 一 ‘, ‘一 + ·‘ , - 1

(f一 2 ) !

。h‘
一“

((一 1 )‘
一全q 一 + q +

)

1

(‘一 1 ) !
h‘

一 ’
((一 1 )

‘一 , a , _ IQ 一 + a , + : Q +
)

,

‘》 3 l
R 誉(u )= 。h

一 “r 一

R
,

(义 , ,

劣 , _ , , u )+ 。h
一 “r 十R

,

(% , ,

戈, + , , u )

一 。q 一
R 一

2
(x , ,

戈 , 一 , , u “

)一 : g +
R

。 一 2

(戈 , ,

% , , , , u “
)

一 a , 一 : q 一
R

, 一 L

(劣 , , % , 一
, u ‘

)一 a , 十 : q 斗 R 卜
:

(劣 , , x , 十 , , “ 产

)

R
.

(a ,

b
,

g ) = 夕(b )一 乙 (b 一 a )‘g (‘夕(a )

(b一 a )
“ + ‘

(n + 1 ) ,
g (” 十 ‘’(占) 占介于

a ,

b之间

1 fb
, ,

= n :J
。‘”一 “”

’

g
‘” ’ ‘ ’

‘s , a s

我们假定

!q
一

(p ) l+ }q
o

(p
, ,

p :

) I+ !g
+

(p ) l成C (3
.

4 )

}D
, 。一

(。) }+ !D
, 。· (p ) ,、

{
。

且、
g ·

(。1 ,

。2)

l
、
{忿
。: : ,

(3
.

5 )

暴
2 。· (p l ,

。2

,

!
(

{
C

,

CP rZ ,

C
, 0 < p簇P

C p 一 2 ,

p》P

O< P ,

( 尸

P ;

》尸

0 < 几( 尸

P Z

> 尸

不难证得
:

引理3
.

1 截断误差表达式 (3
.

1 )中的T ‘(‘“ O
,

1
,

2
,

3 )满足

T
。
三 O

T ‘= a , (i一 q一 q ,

一 q +

) + ha
; [0 (D , r 一

(户) + D , r 十

(p ))一 (q
千

(p )一 g 一

(p )) 1+ 0 (h之)

。
,

「1
,

‘
, 、 . _

, _ 、 、 , _ _ , _ 、 . _ 。 , _ _ 、 , _ 十 , _ 、 、 _ , _ + , _ 、 _ 一 , _ 、 、

1 二n
, ; 2 、

1 一

= 占 l 。 戈r
’

气户) 十 r 气户月 一 、g 、尸 j 十了 气尸
,
I, 产 , 甘 、尸 , / 一尸 、 , 、尸 / 一 , 、尸 , / 1 1 以 、‘ . j

L 乙 曰

T 3 = 一。h(g
+

(p )一 q 一

(p )) + O (h
Z
)

其中 p = h。(勺)/
“·

引理 3
.

2 若诬A , }为

万“
“
A , 一Q ‘(“A (‘ , ))

,

‘
月

。
= A (0 )

,

A 扮 = A (1 )

1( j( N 一 1

的解
,

则

}
: j(A ) }( C (!T

‘

}+ }T
Z

! + h)
,

1《j( N 一 1

或 卜, (A ) }( C (}T
‘
】+ }T

Z

}+ !T
3
}+ h

Z

)
, 1《j《N 一 1

类似〔3〕引理4
.

2 ,

对 (3
.

3) 分别取
。= 2和 , = 3不难证得该引理的结论

.

引理3
.

3 若笼Z分为
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产啥
, 一Q* (LZ 俩”

,

‘( 拭N 一 ‘

t
Z

。
= Z (0 )

,

Z 刀二 Z (1 )
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的解
,

则

}
: , (Z ) {( 砚(IT

‘
l+ }T

,

1+ h)笼1 + “一 , e x p〔一 a “ ,
/
。 ] }

,

1《了《N 一 1
,

h《“

}
: , (Z ) !( C ( !T

’
! + !T

Z

}+ }T
3
! + hZ ){1 + 。一 “e x p〔一 a , ,

/ 。] }
,

z《 j( N 一 1
,

h( 。

l
r , (Z ) }《C (}T

‘

}+ {T
Z
}+ hZ )笼i + 。h

一 , e x p〔一 a 、 j
/
。〕}

,

1《 j( N 一 1
,

h》。

证明 因为

}Z
(‘’(,

川《C { 1 + 。一‘+ ‘e x p 仁一 a “ ,
/
。3 }

,

‘) 0

类似【3〕引理 4
.

3
,

由截断误差表达式 (3
.

3) 及 (2
.

2 )
,

(3
.

4) 便得该引理的结论
。

引理3
.

4 若 {v , }为

弃口 , = Qh (L v (义 , ))
,

〕
= v (0 )

, 刀万二口(1 )

1( j( N 一 1

的解
,

则

!
: , (v ) }( C o h

一 ‘e x p [一 a 二 , 一 ,

/
e 〕

,

1( j( N 一 i
,

h) 。

了, (v ) = 占(x , )〔1一 q 一

(p )一 q “
(p

,

p )一 g +

(p )] v (% , )

一 [占(% , ) a (0 )。
一 ’

h + h舀
产
(% , )」(q +

(p )一 g 一

(p ))v (戈 , ) + M
,

1( j( N 一 l ,

h( 。

其中 占(二 , )= (a (o )一 a (二 , ))a (o)。
一 ‘,

}M }( C扩“hZe x p〔一 a , ,
/
。j

证明 因为
: , (v )= R h v (戈 , )一 Q h [。。

“

(劣 , )一 a (二 , )。
尸

(x , )〕二 R 几v (二 , )一Q 几(占(, , )v (戈 , ))

记 公 ,

= R
h v (劣 , )

, : q二 Qh (占, v (劣 , ))

则 : f

= 。h
一 2 {r 一

[ e 二P[ a (o )h/
。〕一 1 1+ r 十

[ e x P[ 一 a (0 )h/
。 ]一 1 ] }v (x , )

丁q
= g 一

d , 一 , v (% , 一 ,
) + g c

d , v (劣 , ) + Q +

占, 十 ; v (% , + ,
)

= [ q 一
占, 一 , e x p [ a (o )h/

。] + 口”
d , + q +

乃, , :e x p [一 a (O)h/
。 ] ]。(二 , )

显然 }占(二
了) }成C 。一 ‘二 , ,

}占
‘
(, 一) 1( C。一 ‘

}占(二
, ) v (二川 ( C e x p [一 a 二 ,

/
: 〕

,

i( j《N 一 1

当h李。时

可证

又

故

从而

一
“
一 “·“p ‘

, 〔一 p〔·‘”, “‘
·

卜 ‘“
l:二{公二;一

p
卜

·(“, “/
·
:1
·(: , )

1
: ,

}《C o h
一 , ex P〔一二

,
/

: 〕
,

1《 j《N 一 i

}g
+
占(二I十 ;

)。(二, 十 ,
) I《C o h

一 ‘e x p〔一 a x , 十 ;
/
。〕

,

1( j《N 一 1

】q
O

6 (二 , )。(二川 ( C eh
一‘e x p〔一 a 二,

/
。〕

,

z成 j《 N 一 1

!q
一
d (x , 一 : )沙(x , 一 : ) !( C e h

一 ‘e x p [ 一 a 劣 , 一 ,

/
。 ]

,

2( j《N 一 1

{g 艾d (o )v (o ) l== o

t
: q

!《C eh
一’ex p [一 a x , _ ;

/
。〕

,

i《j( N 一 l

1
: , (v ) !《 C oh

一 ‘e x p〔一 a 二 , 一 :
/
。]

,

当h《￡时
,

由

1( j《N 一 1

P
+
= p + oh户

尹
+ O (h吕/ e )

, p 一
== p 一口h户

‘
+ O (h3

/
。)
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1 , , ,

八
, , , , , 、 二 J ‘ 、 二 , 、 .

l
o r ,

八
, , , , , 、

r 灭户
一

) = r 吸P ) + 。 口n P
’

一口吸n
一

/ ￡
一

) , r
’

吸P 少= r LP ) 十 。 口n P
’

十口气n 一

/ 己
一
)

‘ 乙

得
r ,

二 。h
一“

{r 一
(p ) [ e x p〔a (o )h/ 。了一 I J+ r 辛

(p )〔e x p 【一 a (o )h/
。]一 1 ]圣v (二 , ) + M

由(2
.

2 )

r ,

== 。h
一 艺

(p (0 )
艺
一 p

·

P(0 ))v (x , )+ M 二占(% , )v (戈 , ) + M

又由(3
.

4 )
、

(3
.

5 )

a 一
(p 一

)= Q 一
(p ) + O (h

Z

/
。)

, q +
(p

+
)二 q +

(p ) + O (h
Z

/
。)

q
c

(p
一 ,

p +
)= 9

0

(p
,

p ) + O (hZ
/
。)

故
‘

: q
二占(二 , )〔口

一

(p ) e x p〔a (o )h/
。 ] + Q

亡

(p
,

p ) + q 十
(p )e x p [一 a (o )人/

。 ]〕

+ h6
产
(劣 , ) [ q 十

(P )一丁 (P )〕v (% , ) + M

二占(x , )「q
一

(p )+ 9 0

(p
,

p ) + Q +

(p )〕v (x , )

+ [占(芜 , )a (o )人。
一 ’+ hd

‘

(义 , ) ](g +

(p )一Q
一

(p ))v (% s) + M

从而
r , (v )二占(% , )〔1一 q 一

(p )一 g “
(p

,

p )一 a 十
(P )Iv (x , )

一 [己(戈j)a (o )h: 一‘+ h占
产
(劣 , )〕(g

十
(p )一 g 一

(户))v (义 , ) + M

引理 3
.

5 若 {G , }为

证毕

的解
,

其中

,

L h G , = Q ‘(L口(劣 , ))
,

1( j( N 一 1

“
G

。
= G (o)

,

G 万= 口(1 )

则 当乡二 1/ 2时
,

对于1( j成N 一 1
,

r , (G )= b ,、 , e x p〔一 p 〕〔1 一 g 一

(p )e x p〔p ]一 Q
”

(p
,

p )

一 q +
(p )e x p〔一 P〕〕E (二 , 一 1

) + M
,

当h> 。时

: , (G )二 (b ,、 , + 。田了) [ 1一 g 一
(p )e x p〔p 〕一 q “

(P
,

P )

一 q +

(p )e x p [一 p ]〕E (戈 , ) + M
,

当h( 。时

!M }簇Ch
“

1

m a x (h
, 。)

e x p [一 a % , 一 ,

/
。〕

,

1( j( N 一 1

证明 r , (G )二扩一魂一讨

其中
: f

二 R
几
G (二 , )

, : 盆二 Q为(b (二 , )G (x , ))
, r
罗= Q 几(L G (戈 , ))

,

LG (劣)= 。, “
E (戈 )

当h乒。时
,

显然

}
:
昙}《 C o e x p [一 a x , 一 ,

/
。 ]

,

为估计砂
, :
思

,

引入函数

1( j成N 一 1

门 , 、

r I f义
, , 、

, 1
。 ‘“

,

m )二“x p L一
。

j
二。 “气‘’“ ‘」

r f

二 。h
一“

{r 一叨 , _ ,
一 (r 一

+ r 十

)切 , S (j一 1
,

j) + r 十田 , 十 : S (j一 1
,

j+ l) }E (戈 , 一 : )

_
: _ ,

r l :
_ , _ _

.

。
n _ _ , _ 、

n _ + , _ 、 _ _ _ ~ 。 。 ‘ , , ‘
, ,

, r一
, 二 、

_
一 + ‘, 、‘ , 。 r _

。。 、 ,

“ “h 一‘

t一 三
“p ‘切 , L刀p r 一

(p )一刀户r ’
(p )“x ”L一 ”p JJ一”功 1Lr 一‘p ’一 r

’

(p , e x p L一 Zp JJ

+

;
“p

, 。, e x p〔一。〕〔D
·r 一

(p )一 D , r ·
(p )〕一

;
”p

, 。 , e x p〔一 p 〕〔r
一

(p )

+ r“。, ,
}
E ‘二 , 一 ) + M

QOZ口.、

�因为 阴 ;”
+ b ,

、。
,

a 了/
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所以

其中

, _ ,

「1
, , _ ,

.
, 、 ,

llb
, _

, 、 二
, 、 , _ , 、

飞。
T

一

== ￡“ 一

1
0 n P

’

p
一

功 , P 气P ) 一
_

一

功八 r Lp )一 r
‘

吸P ) e X PL一艺P J) l已 (劣 , 一 l ) + 丈V1
L ‘ “了 J

P(P )二O
, r 一

(P )一 r 十
(P )e x P〔一 ZP卜Pe x P仁一P〕

r ,
二b ,功 , e x p〔一 p 〕E (% , _ ,

) + M
,

z( j( N 一 1

: 炙= 王6 , _ , Q一叨, _ , + b , Qc 切, S (j一 1
,

j) + b , 十 , 口+ 功, + :
S (j一 1

,

j+ 1 ) }E (戈J _ ;
)

= b , 叨 , e x p〔一 p 〕〔q
一
(p )e x p〔p ] + 口c

(p
,

p ) + q +

(p )e x p [一p ]〕E (劣 , 一 ;
) + M

故又

于是
r , (G )二 b , 切, e x p [ 一 p 〕〔1 一 q 一

(p ) e x p [ p 〕一 q c

(p
,

p )一 g ‘

(p )e x p [一 p 〕〕E (x 卜 : ) + M

当h( :
时

,

可以证明

: 护= (b , 二 , + 。。了)E (劣 , ) + M
:
:二 b , 二 , 〔g

一
(P )e x p〔p 〕+ a

c

(p
,

p ) + g 十 (P )e x p〔一 p 〕」E (劣 , ) + M
:
护==

。二丁〔g
一
(p ) e x p [户」+ a c

(p
,

p ) + Q +
(p )e x p [ 一 p 」]E (x , ) + M

故
r , (G )二 (bj功 , + 。。了)[ i 一 q 一

(p )e x p〔p 〕一 q
‘

(p
,

p )一 q +

(p )e x p〔一 p 〕3E (二 , )+ M 证毕

定理 3
.

6 差分格式 (2
.

1) 为一阶一致收敛格式的充分条件为

i ) q 一

> O
,

Q+

) o
,

Q 一
+ g +

簇C
,

( g
c

成C

: h
一
2r 一 b , 一 , g 一

> o , eh
一Z r 十一 b , 十 : g +

) o

“ , ,”一‘p , ‘+ , D一‘p , ,(
{几

一 2 ,

0 < P簇尸

P ) 尸

q c

(P
; ,

P Z

)

g 亡
(P

; ,

P Z

)

!
、

瓜
;气

卜痣二
: : ,

0 < P ,

镇尸

P :
) 尸

O< 两( 尸

P Z

) 尸

。
机

,
机

111) q 一
(p ) + a 口

(p
,

p ) + g 十

(P ) = l + h△(P )

其中 {A (p ) !( C

证明 由解的渐近分解式 (3
.

1 )
,

引理3
.

1
,

3
.

3及3
.

4

. , 、 .

, 。
,

f
‘ .

1
_ , , ,

、
_
一
一

、 ,

, T , 、” , I、七 “

1
1 十 饭云(人

,

。) ”x p L一ax , 一 , / 仑J了
,

又气 J乓
, v 一 王

再由引理2
.

1 , 2
.

2及比较定理

}
。(二 , )一。,

!( Ch(甲, + e x p [那/ 。]价, )( Ch l( j《N 一 i

类似可证

定理 3
.

7 当口= 1 / 2时
,

差分格式(2
.

1) 为二阶一致收敛格式的充分条件为
:

i ) q 一

) 0 , g +

> 0
,

q +
+ q 一

《C
:

《g “

镇C

。h
一 Zr

一 b , _ : q 一

> 0
,
。h

一 2 , +
一b , 十 ;口+

> o

证毕

“ , ,D
·“一

‘, , , + ,D
·。“。, ,《

{
C

,

CP 一

气

0 < p《尸

P》尸

1暴: 。
。

(。1 ,

。2 )

I
、
{几

: :

J君
: 口。(。

, ,

p Z )

l
、{几

: :

0( P :
( P

P : > 尸

0< 八( 尸

P Z
> P



10 7 2 林 鹏 程 孙 光 甫

111 ) g
一

(p )+ g 叹户
,

p )+ q 干
(p )二 1 + h八

,
(户)

iv ) {q
+
(p )一 q 一

(户)】( C p

.

「 1
,

一
_ 、

.

一
、

‘ .
_

_ _
_

1 ~
_

一
v ) a , (1一 。一 。c

一 。十
) + h a : , 文(D

, r 一

(p ) + D
, r 十

(p ))一 (。
+

(p )一 q 一
(p )) l= O (h

,
)

’

L Z “
”

一 ’

一
‘ 、厂

‘ 、 1 、

尸
产 1 、

尸
产 矛

」 一 、 ” 产

「1
,

二
, 、 ,

_
, 、 、 J ,

、
, 、 _

“ 1 ~
, 。 L

v i) ￡
! 二(r 十

(p ) + r 一

(P ))一 1 一 p (g +
(户)一 q 一

(P )) 卜O (h
Z

)
L Z

”
‘一

”
、 ‘一 ‘ 一 ‘一 、 l “ ‘一 ‘

1 、 尸 产 产

」 一 、 ” 产

v ii) g 一

(p )e x p〔p ] + 口
o

(p
,

p ) + q 十
(p ) e x p〔一 p 〕二 1 + hA

Z

(p )

其中 , A
‘
(p ) t( Ch

1

m a x (h
, e )

(f= 1
,

2 )

四
、

格 式 举 例

(一) 11
,
in
格式

:
8 = o

,

口-

显然该格式满足定理 3
.

6的条件
.

(二 ) L o r e n z
格式

:
0 == 1/ 2

= 0
,

Q c

== 1
,

q +
= 0

众所周知
,

此格式为一阶一致收敛格式
。

。
一(百

·o ‘h

百
一 1

)
r 一

(p
一

)z(。
一
)

2 ,

。一卜
。一 。·

,

。
一(省

。。 th

省
一 1

)
二 (p

·
)/ (p

·
)

2

可以验证此格式满足定理 3
.

7 的条件i) ~ iv)
,

及vi )
、

vi i)
.

当a 产
(、 )二 o时

,

条件v) 亦满足
,

故为二阶一致收敛格式
.

当。‘(二)寺。时
,

为一阶一致收敛格式
·

由于

.

「1
,

。
二 , 、 .

n _
, 、 、 ‘

二
, 、 _ , 、 、

飞
a , Ll 一 g 一 q

“

一 g
’

)十 n a ; 1
o L刀户r

‘

吸P ) 十 L, 户r 吸P ) )一 叹q
’

吸P )一 q
一

吸P ) ) l
仁 乙 」

一“。
一 ’“

;(
, - (P/ 2 )

“

sh
Z
(P / 2 ) )

所以
,

此格式实际上有误差估计

!
u (二 , )一 “,

}( C (。+ h
Z

)
,

h> 。时

l
u (二 , )一 u ,

}( C h
艺

/
。 ,

h( 。时

(三 ) D
.

M
.

S
.

格式
:

6 = l/ 2

g
一

== (1一 r 一
(p

一

)) / Zp 一 ,

u C

= g 一
+ Q + ,

q +
= (r 十

(p
+

)一 1 ) / Zp +

可以验证此格式满足定理 3
.

7的条件ii )~ vi )
.

当b (, 》二 o时
,

条件 i)
,

vi i) 亦满足
,

此时为二阶一致收敛格式
.

当b (, )二 0时
,

D o ol a n
等人曾推测

,

此时亦为二阶一致收敛格式
.

实际上

故

。, 〔卜
。一

(, )二 p :。卜。·(。
,

川一 。
·

(。)二p
卜 p 〕卜”,二p

卜 p :
(卜

s

瞥)

·, (·)一。,川 ,二p
卜

。〕
(卜

s

梦)
+ M
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其中

巨p

!M }、 C“
·

{
1 + 1

m a x (h
, e )

e x p : 一 a 二 , 一 l

/
: 〕
}

。h
一“

[ r
一

(p
一

)(u (x , 一 ,
)一 u , 一 1

)一 (r 一
(P

一
)+ r +

(p
一

卜
))(u (% , )一 u , ) + r 十

(p +

)(u (% , + 1
)一 u , 十 ,

)〕

一。, 。, e 二p〔一 p 〕
(

1 一 s fip

)
+ M l簇j( N 一 ‘

若格式为二阶一致收敛格式
,

令h二。 ,

h、 O,

则上式左边的极限为零
,

而右边非零
.

矛盾
.

(四 ) 二阶一致收敛格式
:

0 = 1/ 2

。
一(百一‘h 勺

一 ‘

)
: 一

‘。
一

, / ‘p
一

,
“ ,

)
: “ p ‘

, / ‘p
‘
’
“

q
c

二 1 一 g一 q 十 + ￡
(p / 2 )

“

Sh
“
(p / 2 )一

月.土r
‘‘.�aa

。一 (百
一‘“ P

十

一 1

可 以验证
,

此格式满足定理3
.

7 的条件
,

故为二阶一致收敛格式
.

五
、

数 值 实 验

本节我们给出本文讨论 的各格式的若干数值结果
.

在下面各表 中
,

E 毖
, = m a x m a x

( . ) 0‘ j‘ N

u (“ , ) 一 “‘

二
)

其中
。( 二 , )为问题 ( 1

.

1) 的精确 解
,

u( 二
, (i 二 1

,

2
,

3
,

4) 分 别为本文构 造 的二阶格 式 (四 )

L o r e n z
格式

,

D
.

M
.

S
.

格式和n
产

in 格式的数值解
.

我们 取 h = 1八6
,

1 / 3 2
,

1 / 6 4 分别对
￡=

人
“ ,

人
。

· 6 ,

人
, ,

h,
·
5 ,

h
Z

进行计算
·

例 l a (劣 ) = 8 一 e x p〔x 〕
,

b(二 ) = e x p〔义」

f (戈 ) == 一 4 (%
2
+ 4 x + 3 ) e x p 〔x 」+ 6 4 (戈 + l ) + 8 :

刀
。
= 5

,

刀
l
= e x p〔一 ( 9 一 e ) /

。〕+ 1 6

E 毖 E 咙 五毖 } E 咙

五一 1 / 16

h~ 1/ 3 2

h= 1/ 6 4

1
.

7 4 E 一 0 3

4
.

4 7 E 一0 4

1
.

3 5E 一 0 4

2
.

7 2 E 一 0 2

1
.

4 1百 一 0 2

7
.

2 0E 一 03

1
.

9 3 E 一 D3

5
.

30 E 一 0 4

1
.

3 0E 一 0 4

2
.

06 E 一 0 1

1
.

0 7E 一 0 1

5
.

49E 一 0 2

例Z a ( x ) 二 5 一 2 二一 s i n 二
,

b (二 ) = 2 + e o s二

f (二 ) 二一 ( 2 , 一 1 ) e o s二一 Z s i n x 一 8二 + 1 2

刀
。== 1

,

刀
,
二 Z e x p 〔一 ( 3 + e o s ( 1 ) ) /

。〕+ z

E 出 E 塞 E 攀 E 滋

h一 1 / 16

八二 1 / 3 2

h = 1 / 6 4

1
.

2 4 E 一 0 4

3
.

14 E 一 0 5

8
.

10 E 一 06

1
.

1 5百一 0 2

5
.

8 4召一 D3

2
.

9 4 E 一 0 3

了
.

3 生E 一 0 3

3
.

5 8E 一 0 3

1
.

7 7E 一 0习

2
.

叭 E 一0 3

1
.

0 4 E 一 03

3
.

3 3 E 一 0 4

数值计算结果表明
,

各格式的收敛速度与理论分析基本相符
.

本文构造的二阶非完全指

数拟合差分格式 (四 ) 的数值结果尤其令人满意
.
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