
应用数学和力学
,

第 8 卷第 12 期 (1 9 8 7年 12 月 )

A p p lie d M a th e m a tie s a n d M
e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

两平行球面间扩散层流进口段

流动阻力的分析
’

王致清 刘震北

(哈尔滨工业大学
,

19 8 6 年7月14 日收到)

摘 要

本文首先将 B
.

B
.

r oJl y 6 e B

方法推广到两平行球面间的扩散层流流动
,

由球坐标下边界层运

动方程式
,

导出了平行球面间进口段层流边界层动量与能量积分关系式
.

再对动量积分关 系 式采

用 Pic a r d 逐次逼近法
,

求得进口段通道长随边界层厚度而改变的近似表达式
.

然后对进口段效应

诸系数进行分析与计算
.

符 号

, ,

0
,

少

—
球坐标

R

—球半径

g

—法向坐标

20
。

—中心圆管或油室对应的中心角

20
,
(2口2 )
—

球面缝隙进(出)口处对应的中心角

2 0 。

—
准P o ise u lle

流起始位置处对应的中心角

雪
—无因次子午线长

,

占= r o/ ro
l= e/ 01

君
。

—无因次进口长度
,

占
。 = r0

。

/
, 口; = 白。/ 氏

h

—缝隙的宽度

乃

—
边界层厚度

刁
—无因次边界层厚度

,

刁 = 2 己/h

。 , 。 ,

。

—
边界层内, ,

e
,

切向分速度

鞠
—边界层外侧势流速度

。

—缝隙任意断面处平均速度
,

。 , 。

= Q /〔兀 h(Z R + h )s in B〕

V

—
边界层外侧无因次势流速度

,

犷 = 。。

/
。 , 、

。 。 :

—球面缝隙进口(0 二 01
)处平均速度

,

。 1 = Q / 〔汀 h(ZR + h )
sin 口1〕=

二 。 s in (占0
1
)/ s in 61

R e

—进口处修正雷诺数
,

R e = (户
。 。‘lh / 拼)(h / R S,

)

P。
,

P l ,

P Z ,

P。
和P

—
0。

,

0 1 ,

6 2 ,

0 。和 口处的压力

Q
—流量

“

—流体粘度

p

—
流体密度

引 言

川崎羲人在文献 〔1 〕中首先对两 固定平行球面 间的流动
,

仅考虑粘性项而忽略惯性项影

响
,

求得了线性解析解
,

它一 直在工程中广泛应用
.

作者在文献 〔2 〕中考虑流动惯性时进行

了较仔细的研究
,

利用简化了的 N a vi e r 一

St o k e s 方程式
,

采用迭代近似解法
,

求得了压力分

布
、

速度分布以及流量的解析式
.

奋
吴望一推荐

.

中国科学院科学基金资助的课题
.
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当进口段长度与球半径的比值比较大时
,

即所谓子午面上的
“

短通道
” ,

其进口段效应

必须加以考虑
.

这种流动情况在液压工程中是会遇到的
.

对于两平行球面间流动的进口段效

应
,

其理论分析与实验研究
,

这方面的文献尚未见到
。

本文试图把两平行圆板间径向层流进

口段效应的分析方法
〔3 ’
推广到球面间来

,

从而求出其进口段长度
、

速度分布和进 口段效应诸

系数的解析表达式
.

二
、

边界层积分关系式的推导

假设球面缝隙中的流体不可压缩
,

流动是定常和常物性的 ; 进口处光滑
,

且中心圆管的

半径或若有油室的话则其半径及深度比缝隙宽度 大 得 多 (h/ R sin 口
。

《 1)
,

故进口处的速度可

认为近似均匀 (v o l
= 常数)

,

见图 1 ; 进 口段形成以缝隙中心面为对称面的层流边界层
,

这

里所说的对称
,

指的是边界层厚度 6 在同一径向位置上
,

无论是在球的凸面 处还是在球垫的

一一一

厂一

凹面处对应相等
,

所以边界层在靠近球的一侧形成凸边界
,

而靠近球垫一侧形成凹边界 , 边

界层外侧为势流 ; 在进 口段趋于终了处形成准 Poi s e叭 1e 流
.

如图 1 所示
,

采用坐标系
r ,

0
,

切
.

由于子午面上的流动对称于极轴
,

因此 田二 O
,

。P /a 切,

0
.

则平行球面间进口段内的层流边界层运动方程式和连续性方程式有下列形式

刀 口口
,

口v l 口P
.

口2刀

r
洲 一 “ 击 = 一 Pr

一

训 十 , 厉
“ (2

.

1 )

5 1

二
。

晶
(·5 in “) +

: aar
(r

Z。)一。

根据假设
,

为了便于统一球面缝隙两侧边界层问题的分析
,

为法向坐标夕
,

则上二式成为

(2
.

2 )

设
r 二 R + , ,

将径向坐标
, 变换

口 d o
.

口口 1
R 韶 十 “ a夕 = 一 p R

口P
. _

.

口2口

即 宁“ a少
(2

.

3 )
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1

R sin o

边界层的基本边界条件为

y == 0时
,

, = d时
,

(一i·“) +

霏
一 0

(2
.

4 )
aa0

。。 / 。。一。} (2
.

5 )
u = u J , v = 刀。,

将B
.

B
.

F。二y 6 e B 方法推广
,

用v “d y乘式(2
.

3 )的两端
,

再从。到占积分
,

注意 到 d 是 0 的

函数
.

另外
,

用 d , 乘式 (2
.

4)
,

并从。到 d 积分
.

采用与文献〔3 〕相类似的推导方法
,

可得到

如下 的关系式

1

R (撰 + l )

S、

立
。

晶{:
5 1·“

一
d 。 一 、(

贾军
: ) 1 口 fd

in 口 。夕J
。 “‘n 以““ ,

一
育翎 :。、一 l(vm 言彭)

, _ 。 + 胡

}{。
一 ‘

(粉
2

州 (2
.

6 )

在积分关系式 (2
.

6) 中
,

若分别令1n = O和。= 1
,

就导出了平行球面间进口段层流边界层动量

与能量积分方程式
:

1 口 f‘

R s in g 。口 j
。 “‘n o v 一a 夕一

V 。

R sin o 晶分
‘·

0vdu
一
育 伽

一

v(豁
, 一 。

(2
.

7 )

这就是动量积分方程式
;

2 *

立
n 。

晶{:
5 1·。一、。 -

2 R n 8
sin s口d夕

一
契 1v00l :叼

。一

《(粉
“

、
(2

.

8 )

夕梦dd

,习热乙以认d
妙

、.,Z、.,Z、r..
/

、...声
尹

v巩口v0沪此

这就是能量积分方程式
.

如果引入

。卜挤厚度 乃
,
一

{
动量厚度 。

2
一

{

(
‘-

(
‘ -

。。量厚度 。
3
一

{:(
‘-

壁面摩擦应力 匈一叹霎
则动量积分方程式变为

异 励喇z)+
c

岁咧
Z +

育 1v000
!
一

言 (2
.

9 )

而能量积分方程式变为

异 晶
(· ;“

3

) + c

货
口 ·““

3
一 ZD 。

(2
.

10 )
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D
,

一 {:(会)
Z
d 。

至此
,

能同时得到两种积分方程式统一表达式的B
.

B
.

F o JI y6 e 。
方法

,

已被作者在文献仁6
,

3 」

和本文中
,

由平板间的流动分别推广至圆管的流动
、

圆板间的流动和球面间的流动
,

这说明

该方法在不可压缩流体的流动中
,

是一个切实可行的简便方法
.

本文将依据动量积分方程式
,

对平行球面间层流进 口段长度等进行计算
.

三
、

边界层内速度分布的假设

设边界层内速度分布是相似的
,

其一般函数形式为

刀 _
f , _ _ 、 _

_

夕
~ J 、叮 , ,

11 ~
义

U O U

(3
.

1 )

下面来讨论函数f (帕应满足的条件
.

根据流动连续性
,

有
_

.

, . 。

h _
,

二
‘
「 /

2 兀(2亢十 人) s i n U
·

。 口。二 2 汀(2允十 打) s x n 口 l口
。
t

乙 L 、 )
+

!:
。d 。

]
把式(3

.

1) 代入 上式
,

整理后得无因次势流速度

1

1 一月刀
(3

.

2 )一一
0讥

V刀

一一
V

式中

: 一{;
: ‘一 f(”, 〕““

(3
.

3 )

从进口 处开始
,

壁面上边界层厚度逐渐增长至缝隙中心面时
,

即J 从 O 趋近于 1 时
,

再

发展便形成了准Poi se ul le 流
.

此时有刀 = 1
,

且可证明 矿二 1
.

5
,

由式 (3
.

2 )和 (3
.

3) 得

(3
.

4 )

1一nJ

一一A

或
。l

, 、 ,

2 (
I J (叮)a 冲 =

。
l

J 0 O J

此即函数 j( 动 所应满足的附加条件
; 当然

,

函 数 f (动 还 应 满 足边界层的基本边界条件式

(2
.

5 )
.

换句话说
,

因为所选择的边界层内速度分布函数总是要自动地满足条 件 式 (2
.

5 ) 和

(3
.

4 )
,

所以式(3
.

2) 可以改写为

厂 二 “。 二 “。s in (睿8
工
) _

v 二 v o ls in s
,

一

3

3 一刀
(3

.

5 )

另外
,

为计算
_
_

L方便
,

引入无因次排挤厚度 J
,

和无因次动量厚度 刀
2 ,

它们与J 间的关

系经简单推导
,

得

J
l
一 2

分七滋
、

:
一 2

分
一

; {:(

1 一

口

1 一

髻
。

)尔“
一

管 (3
.

6 )

、
口

, V 。

d , = (B 一A )J 二 (
“ 一

; )
刀 ‘3

·

7 ,
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式中

; 一

{;
「‘一 f

“
‘”, 〕““

(3
.

8 )

四
、

层流进 口段长度与速度分布

现在来导出平行球面间层流进 口段长度及速度分布沿流程改变的关系
,

或者说随万而变

化的表达式
。

1
.

层流进 口段长度

首先将动量积分方程式 (2
.

9) 换写为下列形式

(2 0
2
+ 。王)

vl0 :v00
+ c

货
口 d

Z
一

息
lR

+姚d01R

进行0二酬
,

的代换
,

并以 ZR 口
1

/h 遍乘上式
,

同时在其右端考虑 N e w to n
摩擦定律

,

无因次化

后化简整理
,

有

d厂 U氏
d占 e t g (占0

,
)

(ZJ
。
+ 口

,

) + 0
;

J
Ze tg (舀0

;
)

1犷
+

了了亡
r

弓
匕
‘

dd

4f
‘
(0 )

R e

1

刀

1

厂

sin (占0
,
)

sin 口
- (4

.

1 )

式中

,
/
(。, 一

(:; )
, 二。

(4
.

2 )

将式(3
.

5 )
、

(3
.

6 )和 (3
.

7) 以及式 (3
.

5 )
、

(3
.

7) 对占微分后一并代入式 (4
.

1 )
,

经整理即得无

因次通道长与无因次边界层厚度间的一阶非线性常微分方程式

d左 3 R e 刀sin o
, sin (占0

、

)(3B 一 1 + B J )
,

几 二
一 , 、

一
, , ,

六
; 一几

J
二 气

一 。 户言认飞一汗n 几。
’

.

爪
‘

_ 。
, 。 , 、 、

(4 3 )
d刀 一 (3 一刀 ){4 f

,
(0 )(3 一J ) sin

Z

“0
1
)+ R e J

2
0
工s in 0

1
·

3B e o s佗0
,
)}

其初始条件为

占(0 )= 1 (4
.

4 )

尽管对该方程求其数值解已非难事
,

这里仍将用Pio a r d 法导出其 占与J 间的显函数表达

式
.

把初始条件奴0) 二 1作为一级近似解代入式 (4
.

3 )
,

求其二级近似解

“一 ‘+

{
3 R e sin o

,

J (3 B 一 1 + B刀 )

(3 一 J ){4 f
,
(0 ) (3 一J )sin o

: + R e J
么
0

;
·

3 B e o so , }
d J

将上式右端第二项中的被积函数分解为部分分式
,

而后 积分
,

即可求得

占= 1 一
6B 一 1

E

J 、
.

1 一
_

I+
石 ,

3 B 一 1

2 E

l
_

刁
111 1 1 一

~ +
\ 石

R e E

Zf
,
(0 )

+ D “
·

5 ,

式中

、.

!
‘

、

l
.J矛

1 一 g B

2 E
丫
了

,
(

石竺;一(
R e E J

f
‘
(o )+ 创 f

‘
(o ) [f

‘

(o )一 3 R e E j

R e E J

f
‘
(o )一斌 f

‘

(o ) [f
‘
(o )一 3 R e E 〕

) 刀
2

一 2

一 2
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式中

; 一

{;
「‘一 f

“
‘”, 〕““

(3
.

8 )

四
、

层流进 口段长度与速度分布

现在来导出平行球面间层流进 口段长度及速度分布沿流程改变的关系
,

或者说随万而变

化的表达式
。

1
.

层流进 口段长度

首先将动量积分方程式 (2
.

9) 换写为下列形式

(2 0
2
+ 。王)

vl0 :v00
+ c

货
口 d

Z
一

息
lR

+姚d01R

进行0二酬
,

的代换
,

并以 ZR 口
1

/h 遍乘上式
,

同时在其右端考虑 N e w to n
摩擦定律

,

无因次化

后化简整理
,

有

d厂 U氏
d占 e t g (占0

,
)

(ZJ
。
+ 口

,

) + 0
;

J
Ze tg (舀0

;
)

1犷
+

了了亡
r

弓
匕
‘

dd

4f
‘
(0 )

R e

1

刀

1

厂

sin (占0
,
)

sin 口
- (4

.

1 )

式中

,
/
(。, 一

(:; )
, 二。

(4
.

2 )

将式(3
.

5 )
、

(3
.

6 )和 (3
.

7) 以及式 (3
.

5 )
、

(3
.

7) 对占微分后一并代入式 (4
.

1 )
,

经整理即得无

因次通道长与无因次边界层厚度间的一阶非线性常微分方程式

d左 3 R e 刀sin o
, sin (占0

、

)(3B 一 1 + B J )
,

几 二
一 , 、

一
, , ,

六
; 一几

J
二 气

一 。 户言认飞一汗n 几。
’

.

爪
‘

_ 。
, 。 , 、 、

(4 3 )
d刀 一 (3 一刀 ){4 f

,
(0 )(3 一J ) sin

Z

“0
1
)+ R e J

2
0
工s in 0

1
·

3B e o s佗0
,
)}

其初始条件为

占(0 )= 1 (4
.

4 )

尽管对该方程求其数值解已非难事
,

这里仍将用Pio a r d 法导出其 占与J 间的显函数表达

式
.

把初始条件奴0) 二 1作为一级近似解代入式 (4
.

3 )
,

求其二级近似解

“一 ‘+

{
3 R e sin o

,

J (3 B 一 1 + B刀 )

(3 一 J ){4 f
,
(0 ) (3 一J )sin o

: + R e J
么
0

;
·

3 B e o so , }
d J

将上式右端第二项中的被积函数分解为部分分式
,

而后 积分
,

即可求得

占= 1 一
6B 一 1

E

J 、
.

1 一
_

I+
石 ,

3 B 一 1

2 E

l
_

刁
111 1 1 一

~ +
\ 石

R e E

Zf
,
(0 )

+ D “
·

5 ,

式中

、.

!
‘

、

l
.J矛

1 一 g B

2 E
丫
了

,
(

石竺;一(
R e E J

f
‘
(o )+ 创 f

‘
(o ) [f

‘

(o )一 3 R e E j

R e E J

f
‘
(o )一斌 f

‘

(o ) [f
‘
(o )一 3 R e E 〕

) 刀
2

一 2

一 2



两平行球面间扩散层流进口段流动阻力的分析

今选择在边界层理论中广为使用的抛物线速度分布假设 I
,

即

f(冲) = 2 冲一冲
2

进行以下的所有讨论
.

1 0 9 3

(4
.

9 )

所以
,

边界内的速度分布则由式(3
.

1 )
、

(4
.

8) 和 (4

刀

V 饥工

1 2 s in o
l

(3 一刁 )sin (占0
,

) (
‘一
孟)

.

9) 及刁= Z d / h的假设求出

夕

刀h
(4

.

1 0 )

图 2 所示为 e
,
二30

’ ,

R e 二 1 0
、

50 和1 00 时的速度分布
,

其中雪的计算均采用式 (4
,

3) 和

(4
.

4) 的近似解
,

以后的所有计算皆然
,

不复赘述
.

因为边界层厚度随 流 程 增 加
,

则
v 。 增

大 ; 又由于断面逐渐扩大的效应而减小
.

再者
,

R e
小时粘性大

,

边界层形成得快
,

则
v 。 增

图 2 (乡
i = 3 0

’

)
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大显著
,

而R e大时惯性大
,

则巩减小突出
.

R e = 10 时
,

在 舀
。
“ 1

.

2处形成抛物线形状分布
,

其后 由于速度分布是相似的假设
,

则v/
v 。 ,

随 sin 0
1

/s in( 翻
,

)成比例地减少
.

R e 二50 前后
,

中

心势流速度增减的效果约相平衡
,

故其
。。在进口段内几乎不变

,

在 占
。
士 1

.

45 处结束
.

R 。=

1 00 时
,

速度分布曲线的形状一面减速一面接近抛物线
,

在省
。
= 1

.

62 处完了
.

不论哪种情况
,

一旦形成了准 Poi s e ul le 流
,

则 仅由于过流断面逐渐扩大的结果
,

减速就成为唯一的趋势
,

这是所有轴对称过流流动的重要特征
.

至于速度分布曲线的中心都偏向凹面一侧
,

这是与本

文关于边界层模型所做的假设一致的
.

五
、

进 口 段 效 应 系 数

沿流程全压头损失系数定义为

1上女�

之=
P。一P
Pv霖,

/ 2
( 5

.

1 )

式中
,

P0 为进口处流体总压力
,

P
。
= P

,
+ p嵘

:

/ 2
.

当占《省
。

时
,

即在进口 段流动区域内
,

在边界层外侧势流部分
,

由 B e r no ul li 方程式得

p
。
一 , +

;
p 。“

并注意到式 (3
.

5)
,

则有

( 5
.

2 )

因而压力损失系数
,

_ g s i n Z
口

l

一 占( 3二J ) Zs in
Z

(雪乡
, )

当占( 占
。

时
,

有

( 5
.

3 )

P
。
一 P

( 5
.

4 )
P U

当舀二氛时
,

刀一 1
,

则有

乏
1

/ 2
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2
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( 3 一刀 )
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)
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,
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口

1

4 s i n Z

(雪
。
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.

5 )

当宜乒君
。

时
,

由动量积分方程式 ( 2
,

7) 和B e r n o ul h方程式
,

则得

aP p R 「 一 d f几
, 2 , _ ‘

a0 一 f’’z(l 一互)时
一
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由线性化了的 N a vi e 卜S t o k e s 方程式和连续性方程式不难导出

一
2

众 贫
( 。2
一 “。)

,

一
。

众 贫
“

:

( 5
.

7 )

注意到流量公式

v
·
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则有
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把它代回式(5
.

7)
,

得

3 Q
, , 。 、

3Q
v = 研人

ss in o 气n , 一犷 , , v 。
= 4 汀尸人sin o (5

.

8 )

因为Q = 、h(ZR + h )s in 乡
,

·

v 。 ,
士 2二R hsin s

lv o l

和夕二夕店
,

再把式 (5
.

8 )代回式 (5 6 )
,

同时在式

(5
.

6 )的最后一项考虑 N e w t o n
摩擦定律

,

则得

一

贫
一
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〔
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:默鬓
、
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而压力损失

八力= P
。
一夕二 (夕

。
一 P

。
) + (夕

。
一力)

故压力损失系数

几
,
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:
。

一

;; 〔
5 1

耀白
:

,

」
2
一 2

翻{
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(黯今;:
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) (5
.

1 1 )

式 (5
.

1 0) 右端第一项是 由粘性摩擦引起的压力损失
,

第二项是考虑扩散流动而导至的压 力变

化
,

第三项 , 。

是反映整个进口 段附加压力损失的
,

称为进 口段效应压力损失修正系数
.

对于

某 一确定的 三值
,

压力损失系数 几
,

不再是常数
,

而是与进口 修正雷诺数 R e 和进口角 0
;

相关

的
,

这既不同于平行平面间的过流流动
,

又不同于平行圆板间的过流流动
.

当占( 占
。

时
,

在进口 段流动区域内
,

压力损失系数可以表示为

一 2

窦黔
·

(戳髻君)
十

; [
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思
,

,

」
z
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(5
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1 2 )

上式与式 (5
.

4 )比较
,

得进口段效应压力损失修正系数
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此式是在进 口段流动区域内该系 ? 数沿流程而改变的关系式

.

当 省》雪
。

时
,

有J = 1 (君= 占

则上式变为式 ( 5
.

1 1 )
,

即 甘= 下
。 .

下面求出进 口段效应流量修正系数
,

由式 ( 5
.

1 2) 和 ( 5
.

1 0) 均可将压力降表示为

、, 一 ,
。
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但是其中C
。

的含义却因区间不同而异
.
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。

时
,
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而肠按式(5
.

4) 确定
.

而当

C
。
= 2 4 sin o

工

R e o
l

占) 省
。

时
,

几,

,·

(
t g

碧
1

/
- 一 n 、
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口 1 、

t g 义 刀
Z ,

2 4 sin 0
1

R e o
;

式中

sin o
,

sin (雪0

/
‘g

呈
1

)
‘5

·

‘7 ,

(5
.
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酬2

产
厂�g

Z叮.、

n

e下+

勺乙

飞
卫

」

、,产
‘
.去

rtseesL八bl匕

一一氛

而凡
,

按式 ( 5
.

1 0) 确定
.

由式 ( 5
.

1 4) 求得进口平均流速后
,

就可导出考虑进 口段效应的流量计算公式

Q = 二h ( ZR + h ) s in o
, v 。 ,

* 2二R hs i n s
;v . ,

二滋
s△P / 〔6拼C

o
ln ( t g (雪8

,

/ 2 ) / t g ( 0
工

/ 2 ) ) ] ( 5
.

1 9 )

C 。

即为进口段效应流量修正系数
.

图3所示的三组曲线
,

自上而下分别为0
,
= 3。

’

时进口段内的心~ J
,

雪~ 刁和 C 。

~ 刀的关

系曲线
,

其横坐标均为万
,

且均以R 。
为参变数

.

例如
,

欲求占= 1
.

23 8
,

R 。= 30 时的寿和C
。

值
,

称称
:
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沿箭头方向很方便地可以找到几
, = 1

.

32
,

而C
。
= 7

.

8 ,

同时可以找到J = 0
.

83
.

六
、

讨 论

1
.

两平行圆板间层流进口段长度
、

速度分布及进 口段效应诸系数
,

是两平行球面间层

流进口段效应各相应解的极限情况
.

只要当球半径R , co 时
,

球就变成了圆板
,

如 图4 所示
.
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图 4

此时有0
:

, 0
,

而且有

舀= 8 / 0
1。舀== r

/
r l , sin (君8

,

)、雪8
,

省
。
二o

e

/ 0
,

, 占
.
= r e

/
r , ,

tg o ; ” 0
,

e o so , 。z
,

tg (0
1

/ 2 ) , 0
1

/ 2

e o s(舀8
,

)、 1
,

tg (省0 ,
/ 2 )、雪0

,

/ 2

s in o
,

、8
, ,

t g (雪
e

o :
/ 2 ) , 君

一
0 :
/ 2

这样
,

只要将前述各有关表达式进行 以上的变换
,

即可由球转化为圆板相应的表达式
,

与文

献【7〕中的所有结果完全吻合
。

2
.

本文提供的分析虽未能直接与实验数据比较
,

但它间接地通过文献 [ 4
,

5
,

7 〕的圆板

情形而得到了检验
.

3
.

本文开始时推得的能量积分方程式
,

经推导亦可转换为一阶非线性常微分方程式
,

按Pi c a r d 法同样可 以求得舀~ J 之间的显函数表达式
,

作者另文专述
.
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