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摘 要

一矩形横截面的叠层复合材料杆
,

由以 一种材料为中心部分
,

及另一种材料的上下 两 相同的

盖板所组成
.

各等于尸的压力和张力
,

均匀分布在上下盖板的两端
.

它们形成 两 力偶 使杆弯曲
.

本文将探讨层间应力
,

以表明力是怎样通过胶合面而传递的
.

一
、

引 言

叠层复合材料构件 的层 间应力与边缘局部效应的探讨
,

已成为理论和实验方面的一个重

要研究题 目
.

图1为一受弯的叠层复合材料杆
。

它是由以一种材料为中心部分
,

及另一材料的

两相同的上下盖板所组成
.

中心部分的材料的弹性常数为E : ,

G ; ,

拼1 .

如果是木材这正交各向

异性材料
,

则弹性常数为E , ,

E
: ,

G l ,

婉, .

金属盖板的弹性常数为E
,

G
,

拼
.

作用于杆端的

力偶
,

是由均匀分布在上下两盖板端的压力和张力所组成 (图 1 )
.

以 尸为张力或压力的值
,

则

力偶为尸(h + h:
)

,

使这叠成复合材料杆的上半部受压而下半部受拉
.
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现分析作用于两端的力偶是怎样通过胶合面传递开去的
.

当盖板与中心部分为同一材料
,

则所

得的结果将对 Sai nt 一V en an t 原理提供一实例
。

作用于盖板的剪应力
: 。

的方向
,

很容易根据外力尸来确定 (图2 (a) )
。

但a 。

的分布将依赖于

盖板与中心部分的相对尺寸和弯曲刚度
,

使盖板的变形与中心部分协调
.

设 : 。与a 。

的分布如图

2(
a
)所示

。

设

、,
.

月兀劣

几= 于只 a沪I n 雷
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,
a 。

= 乙 吞
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系数
a 。

与b
。

为待定
.

由于a 。

应组成一力偶
,

故b
。
= O
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二
、

盖板与中心部分的内力分量及a n

与b
n

的联系

(A ) 上盖板A 的内力分量
:

自上盖板A截出一微段血(图3 )
,

由它的平衡
,

得到
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(B ) 中心部分B 的内力分量
:

自中心部分截出一微段dx (图4 )
,

由它的平衡
,

得到
:
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黔
一 q 一”叭 (2

.

3 )

将以上两式积分
,

得
:

、才J百L了...少

、、.了
口

�一
l

Ql

_ ,

了、, 瓦
二 一 艺O 一 ‘曰 一一二 一 5 I n

兀 二 I n

百了.、、、.厂
协一忍
么

J

一朴M l一

令只 一 bh
, 一

, 一
几

n 介劣

l

Zbl
( 2

.

4 )

C O S打汀ee C O S

(C ) 下盖板C的内力分量
:

自下盖板C截出一微段 (图5 )
,

由它的平衡得
:
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,
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介
系数 a ,

与b ,

之间的联系

由于当这杆整体弯曲后
,

盖板与中心部分

的曲率相等
,

得
:
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式中的I 与 I ,
各为盖板与中心部分的横截面

,

各对它的中性轴的惯性矩
.

将 (2
.

2) 与 ( 2
.

4 ) 式

中的M与M ,
代入上式

,

得到
:
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,
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并由(1
.

1) 式
,

得

于是得到以下这算式
:

a 。
一工、

只一
。s 一

华

d 了
。

血
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9 )

(2
.

的式表明
:

沿盖板与中心部分的胶合面的长度 内
,

各点的正应力a 。

与该点的
: 。的导数成比

例
.

换言之
,

如果沿胶合面的长度
,

给出: 。的分布曲线
,

则任一点的口。与: 。

曲线在该点的斜率

成比例
.

三
、

上下两盖板及中心部分的应力分量

既有了
a 。

与b
。

的联系
,

就可用算式 (2
.

8) 将所有的应力分量由未知系数
a 。

来表达
。

(A ) 上盖板的应力分量
:

由方程 (2
.

2 )及图2(
a
)

,

得
:
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,
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( B ) 下盖板的应力分量
:

由内力分量的算式 (2
.

6)
,

同样可得到下盖板的应力分量
,

它们各与上盖 板的相等
,

只

是差一个正负号
.

因而
,

只需将 (3
.

1) 式中的a 二 ,
a , ,

介 ,
改为负的

,

即得所需的应力分量
.

(C ) 中心部分的应力分量
:

由内力分量的算式 ( 2
.

4 )
,

得
:
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因而
,

上下盖板与中心部分的应力分量
,

均已由未知系数 a 。

来表达
.

四
、

由最小变形能原理计算层间应力

设叠层复合材料梁的上下两盖板为金属材料
,

而 中心部分为木材这正交各向异性材料
,

以‘与 夕轴为弹性主方向
.
‘ 轴系沿木材纤维的方向

,

E : 是沿纤维方向的弹性系数
.

E
:

为与

纤维垂直方向的弹性系数
.

内
2

与 内 :
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,
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G , 是年轮层

的剪切模量
.

由于上下盖板的应力分量只各差一正负号
,

故两者的变形能相等
.

于是整个系
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如果盖板与中心部分为同一材料

,

并且是各向同性材料
,
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.
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在(4
.

6 )式中并不包含弹性常数
,

正如所预料及的
,

对于一各向同性材料梁 (图l)
,

应力的分

布是与梁的弹性常数无关的
.
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,

s i n h

5 i n h叨
正应力a 。

为 :

2
.

劣 、
s , n 汀丫气

工一 1 ) ( 4
.

9 )

,

I d 丫
。 ,

C汀 I f
,
汀刀 兀,

a0 二 “而
‘

而 = “
诬脚

.

盯丽元风
“os n

一

i 劣

coS 万
二(夕

s i n 二下一夕e o s 二? )

. ,

胡
.

汀,
, . ,

。 、

、
一 “‘n n

Z
一

x s ‘n z
’

x L丫s‘n 兀飞,
一 p c o s 汀丫) 了

( 4
.

1 0 )

在盖板端部
,

a0 可进一步简化为
:

,

C汀

a0 = 付万脚

s in h 胡 “

扣
5 1一:

( 卜宁)
一 : 。。 5二:

( 卜手)} ( 4
.

1 1 )
5 i n h胡

由算式 (4
.

8 )
,

盖板所传递的剪力等于
:

小0dx - C bh

4仰h/ l
( 4

.

1 2 )

由图2 ( a)
,

计算
r 。与ac 对盖板中点这横截面所产生的弯矩

。

由算式 ( 4
.

1 2) 与 ( 2
.

9) 得
:

M一

戮娜
· + “

戴低dx 一

争
C bl

4川

/
.

2寿I 、
. 1 一 f 一
、 汀n ,

( 4
.

1 3 )

在计算
: 。与a0 时所用的C值

,

可 由 ( 4
.

5) 式中的第三式来计算
,

而在该式的分子中的级数和
,

可由 ( 4
.

4) 式及附录中的 (A 一
3) 式得到

。

由于刀二是个较大值
,

得到
:

戈月 a 。 。 r
,

1 。 / 兀 1 、

念
一

‘
““sn 汀 = 一 七

台 7 蔽不拜夕
.

= 一伙4刀乡一丽
面 )

将这级数和代入 ( 4
.

5 )式的第三式
,

即可计算C值
.

于是可进而计算
: 。
与口

。 ,

( 4
.

1 4 )
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五
、

数
一

值 例 题

数值例题 1 设上下两盖 板 为 硬 铝
,

它 的 E = 7 x lo 6
k g /

e m
Z ,

G = 2
.

6 9 x l o
5
k g /

em
Z ,

拼= 0
.

3
,

中心部分为松木
,

E l = lo 6
k g /

em
Z ,

E
Z
= o

.

0 4 2 x lo
s
kg /

em
Z ,

G l= o
.

o 7 5 x i o
6
k g /

e m
Z ,

拼: ; = 0
.

0 1
.

h: == 6 h
,

l/ (Zh + h ,
)= l/ (sh)== 4

.

由算式 (2
.

8 e
)

,

得
:

k = 0
.

2 8 e 9 6 二h/ l== 0
.

0 2 8 1 7 2
。

于是 kl/ (二h)= 0
.

2 5 6 9 6
,

kl/ (二h
l
)= o

.

Zseg e / 6 = 0
.

0 4 7 8 2 7
.

由算式 (4
.

5 )
,

P
Z
== 3 14

.

7 5 ,

P= 1 7
.

7 4 1 , 2刀二 2 0
.

3 8 9 , 粉= 1 0
.

1 9 5 ;

刀一

了
(该夜而

。
.

1

面泛
一 3

·

7 3 7‘
,

, 一

了(1 7
.

7 4 1 一 1 0
.

1 9 5 )/ 2 = 1
.

9 4 2 5

现进而计算C值
.

由算式(4
.

1 4 )
,

乙 ‘

二 I n

eo sn 兀 == 一 0
.

0 1 0 2 5 6C

将这级数和代入(4
.

5 )式的第三式
,

解得
:

C = 0
.

8 3 3 1 8a 朴

我们先由上盖板的中点横截面内的轴力与弯矩
,

校核 以上的计算是否正 确
,

由 算 式 (4
.

12 )

得
:

{:
·

0bd
“- 0

.

8 3 3 1 8a 朴bh x 3 2

4 X 3
.

7 3 74 又 1 7
.

7 4 1
= 0

.

1 0 0 5 3P

故得上盖板的中点横截面的轴向压力为
:

一P + 0
.

1 0 0 5 2 6P = 一 0
.

8 9 9 4 7P

由算式(4
.

13 )
,

上盖板这中点横截面的弯矩为
:

、一(音
一

犁)丁:
·。。、一。

.

1。。5 2 6p

(合
一”

·

2 8 6”6”

)
一 0

·

。2“‘6 p ”

对于如图 1 所示的叠层复合材料杆
,

在计算离两端较远的横截面内的应力时
,

可将这由两种

材料所组成的矩形横截面
,

转换成由一种材料所成的 工形截 面 (图2 (b) )
.

然后可按通常的弯

曲应力算式作计算
.

于是
,

杆中点这横截面 内的应力为
:

P (h + h
,

)
口 ,

= 五一一g

式中的 几一

{妙是
+ 2

[呜 (、十 hl
)
2 十

劣}
.

上盖板的轴力S
。

相应为
:

P (h + 人
:
)b

I
:

g d夕一犁五袂
2里丝口O

从一2
十

‘

九

S
。

式中的

丛
2

2 1 6 bh8

1 2 X 7

+ :
[

一

蝉
一

x 4。+

哗 1= 2 7
。

: 3 8。、
:

L 4 1 乙 J

于是 S
。
= 一

P (i + 6 )
Z
bh

s

2 只 2 7
.

2 3 8bh
= 一 0

.

8 9 94 7 5P



叠层复合材料杆弯曲的层间应力(1 )

这结果由上盖板所传递的剪力所计算得的轴向力压完全相同
.

按照转换成 工字形梁以后
,

作用于上盖板中点横截面内的弯矩为
:

59 1

, .

h
,

n 嘴
~

了 _
_

M
。
一

又
, “

ba
X

洲。

「
。一 ;

(“+ hl) 〕一摆 (h + hl ) = 0
.

0 2 1 4 1 6Ph

2

这结果与由盖板所传递的
T 。 与 。。所计算 的结果相同

.

这表明以上的计算是可靠 的
.

由算式

(4
.

9 )及 (4
.

1 1 )所给的
: 。与a 。

各为
:

s in h
3

.

7 3 7 4兀

0
.

8 3 3 1 8a 关兀

了。

二
-

—
一

—
一

4 又 3
.

7 3 74 X 1
.

9 4 2 5
5 in h 3

.

7 3 7 4兀

s‘·‘
·

”‘2 5二

(
‘一

宁)

a o
二 0

.

0 2 8 1 7 2
0

.

8 3 3 1 8汀a 朴

s‘n “玉粤垫
二

4 x 3
.

7 3 7 4 x l
.

9 4 2 5 s in h 3
.

7 3 7 4兀 王
3

·

7 3 7‘ x s‘11 ‘
·

”‘2 5

(
‘一

李)
一 ‘

·

”‘2 5 c O S‘
·

”‘2 5二

(
‘一

宁
一

)}
在表 1中列出了

: 。与a 。

在若干点的数值
.

表 1

_竺
_ _

仁
_

_ 工竺 {
_

,
一

吧_
_

「

_ _

卫少仁
_ _

_
_ _ _

咧
_

_
_

_

一 }一 些竺一 少叫
0

.

oo4ass Za叫 0
.

0 0 8 6了7 scr ‘ } o
.

ozs6 2a ‘ 1 0
.

0 1。。5 4 a ‘ 0
.

0 16 0 2 : a ‘ 0
.

0 15 0 6 6。 ,

一 0
.

0 0 4 93 2 6a 苦 一 0
.

oos8 6 3 sa ,

一0
.

0 0 2 9 5了了a ‘ 一 0
.

0D1 5 58 5a 苦 一0
.

0 0 0 5 9 7 0 5口签 0
.

0 0 0 3 7 1 2 5a 爷 0
.

0 0 0 4 3 16 2 a 补

0
.

8 5 1 0
.

8 0 1 1

0
.

0 0 50 55 了a ,
{

0
.

70 1 0
.

6 5 1 0
.

6DI

功
·

a0
%

0
.

0 12 2 8 0 a 若

0
.

7 5 1

0
.

0 0 4 7 8 2 9 a 苦
o
万而后加

a 。
一

而石i)拓茄到
~

斌
~

i丽弓石石奋i石

0
.

5 5 1

‘
0

.

0 0 0 19 5 5 1a 苦

0
.

0 0 7 7 6 3 6a 苦 0
.

0 0 0 6 8 9 9 2a 谷
,

0
.

0 0 0 4 9 1 7 5口 苦 0
.

0 0 D30 8 2 8 a 釜 0
.

0 0 0 17 4 9 6 a 井 10
.

0 0 0 0 90 2 6 8口苦
「

0
.

0 0 0 0 4 1 6 5 5 D *

勺
一

a0

图6 上盖板端的, 与。。曲线
上下盖板 (硬铝)

,

中心部分 (松木 )

‘一6ll. ““一32
,

a ,

一磊
由于由盖板传递给中心部分的剪力约为 尸八。

,

并且 : 。 与 a 。

分布在较长的长 度 3 1八。 内
,

故

: 。 与 a 。

均较小
.

并且
,

因所得的 J 。

在盖板的端部为负
,

而在图 3 中所设的为压应力
,

故 在

上盖板的端部的正应力 a 。

为张应力
.

同样的理 由
,

在下盖板端部的这几个点的 a 。

应为压 应

力
.

在图 6 中给出了 a 。

与 : 。 的分布曲线
.

数值例题 2 设盖板与中心部分为相同的各向同性材料
.

h/h
; = 1邝

,

hl 十 2h = 4h
,

l/ 4 h二 4
.

由算式(2
.

se )
,

得
:
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k一
昆一。

·

。3 9 2 7

黑
一

srr0
·

货一
”

·

2
,

黔
“

·

‘

由算式 (4
.

6)
,

得
:

P
Z
= 3 8 4 7 7

.

9
,

P= 1 9 6
.

1 6 ; 2刀~ 2 1 7
.

5 7 , 刀= 1 0 8
.

7 9 ;

于是

, 一

了(1 9 6
.

1 6 + 1 0 8
.

9 8 )/ 2 = 1 2
.

3 5 2
,

, 一

了(1 9 6
.

1 6 一 1 0 8
.

0 8 )/ 2 = 6
.

6 0 1 3
.

由算式 (4
.

1 4 )
,

得
:

叉
“二 c o sn 二= 一 0

.

ooo 3 1 1 1 5C

孟1 ”

由(4
.

6 )式的第三式
,

得
:

C = 9 4
.

6 4 6 a 朴

先对以上的计算作校核
.

由(4
.

1 2) 式
,

上盖板所传递的剪力为
:

丁
9 4

.

6 4 6a 关bh x 1 6

盯
n a X - 一- , 二二- 二丁二- 一花宜 二=

.

了万

4 X l 艺
。

3 b 艺 X 1 9 6
.

1 6
= 0

.

1 5 6 2 5P

作用在上盖板中点横截面 内的轴向压力等于
:

P 一0
.

1 5 6 2 5P = 0
.

8 4 3 7 5P

由材料力学的弯曲应力
,

得到上盖板的中点横截面所产生的轴向压力为
:

尸

2 1
2 bh(h + h;

)
2
=
一

Pb h

6 4 bh
3

x 9 h
2
= 0

.

8 4 3 7 5P

1 2

由 : 。与“
。

的分布
,

计算上盖板中点横截面的弯矩
.

自算式 (4
.

1 3)
,

得
:

9 4
.

6 4 6 x 1 6P

4 X 1 9 6
.

1 6 x 1 2
.

3 5 2 (
1一 0

.

4 )二 0
.

0 4 6 8 7 4P h
人一2

一一M

由材料力学所得的结果为
: :

Pbh
3 x 3 h

1 2 x 一旦
缪

-

3 n
, _ _

.

_ _ _ _
。

,

= 万
.

厂n 二 U
.

U 4 匕匕了b厂八
b 4

从 以上的校核可知
,

所作的分析与计算是正确的
.

由算式 (4
.

的与(4
.

1 1 )
, : 。与a0 各为

:

9 4
.

6 4 6 汀a 补

r0 = 诬咬1厄丁灰万百丁丽丽
~

s、n h终色迎
、

sin h 1 2
.

;
5 2二 s‘n 6

·

6”2 3二

(
‘一
宁)

a o
= 0

.

0 3 9 2 7
9 4

.

6 4 6汀a 朴

4 只 1 2
.

3 5 2 X 6
.

6 0 2 3

一 6
·

6 O2 3 c o , 6
·

6 0 2 3 汀

(
‘-

任些兰沙二{
‘2

·

3 5 2 5 ‘· 6
·

6 0 2 3二

(
‘一

宁)
5 in h 1 2

.

3 5 2汀

7)}



叠层复合材料杆弯曲的层间应力 (1 )

由以上两式所得的
: 。与a 。

列于表2
.

593

表 2

戈 2 0
.

。。2 o
.

g sz o
.

oTz
’

0
.

96 2 0
.

04 2 0
.

9 2 2 0
.

0 0 2
.

0
.

5 5 2

0 0
·

立2 7 3 4口釜 0
·

1 6 9 0 7a 釜 0
·

1 6 5 8 6 a 井 10
·

1 4 2 4 1 a 份

一0
.

2 3 6 3 3 a 等一D
.

0 9 5 1 1 5a 关 一 0
,

0 17 5 2 5a 苦 0
.

0 2 0 5 0妞
苦 0

.

D3 5 28 8a 朴

。
一

燮华燮i0.0 塑业竺竺
一

卿州8la 笆色旦旦四丫
0

·

“3 3 4 3 4“共}0
·

0 2 0 6 9 a 荟
.
0

·

0 10 3 4 8 a 份 0
·

“0 0 7 4 0 1a 釜

功一U0

在图7中绘出
: 。与叮

。

的分布曲线
。

在 盖 板 端 部

的 a 。

为负
,

这表明对于 这 三 点 (% = l
,

0
.

9 91
,

0
.

9 81 )a
。

应与图3和图5所示的相反
。

换言之
,

对

于上盖板端的这三点
,

a0 为张应 力 (图 7 )
。

对

于下盖板这三点的a 。

为压应力
. T 。 与 。。在盖板

端部的分布长度为 0
.

15 1
,

或 2
.

4h
,

等于横截

面高度4h 的0
.

6 倍
.

对于离端点大于这长度的横

截面
,

应力的分布为材料力学所给的弯曲应 力
.

这提供了一个实例 以 证 实 Sai nt 一 V en an t 原

理
,

从这两个数值例子可 以看出
,

对于一各向

同性材料的梁
,

其边缘效应 比叠层复合材料梁

更为局部化
.

(待续 )

图7 上盖板端的勺与口。曲线

盖板与中心部分为相同的各向同性材料

、二 2、
,

I/ll 一 1 6
,

。。一
军
O n

附 录
:

两个级数的和

对于 冲< P 这情形

名 、+ 2

森
2 + , 2 一

、赫
一

割
解。

·

娜
一。

l

一 元
,

干之币干飞刀
一

歹‘布玄

用复变函数留数定理的计算结果
:

(A
一 l)

l

n 名+ 之 z
于
Z Z

e o th 兀 : 一~ 1

名之
(A

一 2)名n-1

用(A
一
刀式计算(A

一

l) 式中的两级数和
.

l
月J + 2 叮n Z + PZ

使等式两边的实数分相等
,

得到
:

1 v s in h Z汀刀+ 刀s in Z二 ,

- 琢犷万亡帝
”

’

一不面动 +s in, ‘厂一 知
(A

一 3)刀间

式中的 刀一J舀车历万
,

, 一
价

p 一

、

习例习
n c o sll 汀 s ln

‘一

l
件对X

祝os ”万 sl n 一

I
n c o s”“s‘n ”

飞
‘

n 4 + 2刀n Z + P Z

1

2 1澎力
, 一 刃2 , 千而二亏守少二 。勺一 解 + (厅千i刀) 活乙乙

2
)

(A
一 4)
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用复变函数留数定理的计算结果
:

张 福 范

肚I月C O S 月兀S ln

”2 十 之 z

件汀劣
s in h 劣

s in h兀 z
(A 一 5)

汀�介‘户曰�笠一/
.巨丁一八习洲

以( A
一

5) 式计算( A 一

4) 式中的两级数和
.

。e o sn 二 s in少照
习 一、、:砰千黄一

-
兀

P , 一 刀, ( s i n h z兀刀+ s i n Z 兀, )

f
, 兀刀

.

兀y

飞
c o s n 1 x s ‘n l x

刀 , 1

·

, 111 、兀 ,
。。s 二 , 一 s; n h

一

毕
汀下

劣c o s
刁书

。。 S h二”S‘n 二 ,

l ( A 一 G)
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