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摘 要

本文分为两部分
:

( 1 )为关于最小多项式矩阵的理论 ; (I )为最小多项式矩阵理论在 线性多

变量系统中的应用
.

在 (1 )中
,

我们给出了线性变换在向量组的消失多项式矩阵与最小多项式矩阵的概 念
,

给 出

了不变子空间的生成组与最小生成组的概念
.

在讨论了这些概念的基本性质之后
,

我们研究了它们

与线性变换在任何不变子空间上诱导算子对应的特征矩阵之间的关系
,

给出了向量组的最小 多 项

式矩阵类的特征
,

并给出了有相同生成空间的生成组之间的充分必要条件
.

利用这些结果
,

对于给

定的矩阵A
,

给出了能使系统忿= A x + Bu 完全可控的矩阵B 的全体的集合的表达式
.

在线性代数理论中
,

从来把空间相对线性算子所作的空间分解 (互质分解与循环分解)

视为线性代数
,

特别是线性变换理论的核心
.

在空间分解的几何理论 中
,

线性变 换 在一向量

及其在一子空间的最小多项 式的概念在分析与论证中起到了重要的作用
【‘, “ , 3 ’.

对于一个子空间说来
,

线性变换在其上的最小多项式所起的消失作用不是针对子空间中

的不同向量
,

而是针对子空间整体而言
.

因此一线性变换在一子空间的最小多项式 本 身并不

能提供此变换在此子空间的具体结构的全部信息
.

在本文的 (I
一

)中
,

利用一个线性 算 子在一

向量组的最小多项式矩阵的概念和性质及不变子空间相对于线性算子的最小生成组的概念和

性质
,

我们得到了线性代数中关于线性变换的一些有趣的结论
,

这些结果对于现今的线性系

统理论无疑是有益的
。

近年来
,

对于由常系数线性微分方程描述的受控系统
,

其描述方法分为两大类
,

即状态

空间型和多项式矩阵型
‘毛, “’.

前者便于进行理论分析
,

特别是可以有效地利用几何方法
.

利用

这种方法
,

我们可以得到大量有益的结果
,

诸如可控性 与可观测性 ; 千扰的解藕和输出的镇

定 , 跟踪和调节理论 ; 鲁棒控制与二次型最优等
.

而后者由于其与经典控制理论有着某种密

切的联系
,

故其对工程分析和设计是很方便的
,

而且我们可 以把经典调节理论的方法有效地

应用到线性多变量控制系统中
。

对 于这两种描述方法的等价性
,

已经有了 不 少 工 作
,

例如

【5
,

6〕
。

在本文 ( ! )中
,

我们利用生成组与最小多项式矩阵的概念
,

建立了这两种描述方法之

间的等价关系与严格等价关系
,

从而为研究线性系统提供 了理论上的方便
。

在下面的行文中
,

我们将用C
”

(R
”

)表示
n维复 (实 ) 向量空 间

,

用 C 价 ” ”

(R
价 ” ”

)表示所有

m x ”复 (实 ) 矩阵的集合
.

复 (实 ) 数域上的多项式环 用 C〔幻 (R 〔们 )表示 , 类 似地
,

所有

朱照宣推荐
.

本文的主要结果曾在系统与控制会议 (1马3 4年 5月
,

北京) 上报告
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。 : 又 n
复 (实) 多项式矩阵的集合用C [几〕“

“ ”

(R [之俨
‘ ”

)表示
.

如果复(实 )矩阵A (C
琳 ” ”

(R
讯 ” ”

)
,

且其秩为
r ,

则表示为A (C
, “ ‘ ”

(R“
”

)
.

对于A (C
“ ‘ ” ,

R (A )表示A的 glJ 空间
,

即R (A )= {夕{夕= A劣
,

V ‘(C呼; N(A )表 A 的核

或化零空间
,

即N(A ) = {川A 二二 O}
。

对于多项式甲(幻
,

符号d eg 甲(幻表示中(幻的次数
.

对于矩阵A
,

de t A 表示A 的行 列式
.

一
、

关于最小多项式矩阵

首先
,

对给定的线性变换月(C
” ‘ ”

和向量f(C
“ ,

我们采用fa来表示月了
,

即

fa 垒刁了 (1
.

1)

于是
,

对任意甲以)(C〔们
,

我们有

f甲(口)= 中(A )了 (1
.

2)

由此可知
,

对任意向量组(f
: ,

f
: ,

⋯
,

f
,

)
,

符号

(f
: ,

f
Z ,

⋯
,

f
一

)P (a ) (1
.

3 )

将有明确的意义
,

其中尸(几)(c[ 幻
日 ‘价
为任一多项式矩阵

.

显然
,

等式

(f
, ,

f
: ,

⋯
,

f
a

)P (a ) = 0 (1
.

4 )

将等价于

P r
(A )(f

l ,

f
: ,

⋯
,

f
a

)
, = 0 (1

.

5 )

其中T 表示矩阵的转置
.

定义1
.

1 对给定的向量组了
, ,

f
: ,

⋯
,

f长C
”

和矩阵 A (C
” ”” , 非奇异多项式矩阵 O (汽)(

c〔几〕
’ ‘ ’

称为 A在向量组f
: ,

f
: ,

⋯
,

f
,

的消失多项式矩阵 (简记为
a

.

p
.

m
.

) 系指其满足等式

(j
: ,

f
: ,

⋯
,

f
a

)Q(a )= o (1
.

6 )

如果尸(幻( C〔久〕
’ ” ‘

满足 (1
.

6) 式
,

且对任一满足 (1
.

6 )式的Q(幻均有

d e g (d
et P (久))( d e g (d et Q(几)) (1

.

7 )

则称尸(幻是A在f
: ,

f
: ,

⋯
,

了
,

的最小多项式矩阵 (简记为m
.

p
.

m
.

)
.

以下在讨论矩阵A 在向量组的消失多项式矩阵或最小多项式矩阵时
,

总假定其非奇异
.

定义1
.

2 P (久)
,

Q(几) ( C [几]价
” ”

称为等价的
,

系指存在两个单模态矩阵M (几)(C [几] 执
‘ ,

及N 以)(C口〕
” ’ “ ,

使得

P (几)= M (几)Q(几)N (几) (1
.

8 )

如果N (幻二I
。 ,

则称尸(幻
,

Q (幻是行等价的
.

类似地
,

如 果 M (幻 = I, ,

则称尸(幻
,

勺(幻是列等价的
。

多项式矩阵称为单模态矩阵系指其行列式的非零常数
.

引理 1
.

1 设M (几) ( C [久]
‘ “ ‘

是单模态矩阵
,

则对任意A (C
” ’ ” ,

矩阵M (A )(C
S 路 ‘ ’招

是非

奇异的
,

且其行列式为与姓无关的非零常数
。

设F = (f
l ,

f
Z ,

⋯
,

f
。

)(C
招 ‘ 母 , s

(
。,

A (C
” ” ” ,

我们用符号

(A }R (F )) == R (F
,

AF
,

⋯
,

A卜
,
F ) (1

.

9 )

表示R (F )经A 循环作用生成的子空间
.

显然
,

它是A的不变子空间
,

即

A ((A IR (F )>)c <A }R (F )) (1
.

1 0 )

事实上
,

正如我们在线性多变量系统理论中所见到的那样
,

<A }R (尸)>就是系统 方= Ax + F 。

的可控子空间
.
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如果我们取向量组

(f
l ,

f
Z ,

⋯
,

f
, ,

Af
: ,

⋯
,

A f
. ,

⋯
,

A卜 ‘
f

l ,

⋯
,

A卜 ,
f

a

) (1
.

1 1 )

则子空间<A }R (F )>由其张成
.

我们可以选取一组非负整数 a : ,
a : ,

⋯
,
a .

和由它决定的 (1
.

1 1)

的部分组
,

加 以重新排列得到一新的向量组
:

(f
, ,

A f
: ,

⋯
,

Aa
l一

lf
l ,

f
: ,

⋯Aa
Z一

lf
: ,

⋯
,

f
. ,

⋯
,

Aa
广If

,

)

使得

1
’

a : + a :
+ ⋯ + a

一 m = d im ((月 }R (F )>)

2o 向量组(1
.

12 )是线性无关的
·

显然
,

这意味着向量组(1
.

1幻是<A }R( F )>的一组基
.

现在让我们考虑向量组 (它可以包含对应a ‘= O的向量八)

姓a ‘

f
: ,

A a ,

f
: ,

⋯
,

A
a ,

f
,

显然
,

它们可经向量组(1
.

1 2) 线性表出
,

易知
,

这等价于这样一个事实
:

(i
,

j= z
,

2
,

⋯
, s
)使得

矛
‘

f
‘= 切 1‘

(A) f
, 十仇

‘(助 f
Z

+.
二 + 中

。‘
(A) fe

其中

d e g (卯
‘,
(几))( a ‘一 1 (泣

,

j= 1
,

2
,

⋯
, : )

并且
.

如果 d e g (切
‘J
(之))< 0

,

则意味着甲
‘,
(几)三 0

.

由记号 (1
.

3 )
,

我们可以把 (1
.

1 5 )式写成

(f
; ,

f
: ,

⋯
,

f
,

)(d ia g (a
a : ,

a a Z ,

⋯
,
a a ;

)一中(a ))‘ o

其中

(1
.

1 2 )

(1
.

1 3 )

(1
.

1 4 )

存在多项式甲
‘,
(几)

(1
.

1 5 )

(1
.

1 6 )

(1
.

1 7 )

甲1 ; (几)

切 : ,
(几)

甲 一2
(几)

甲: :

(几)

甲 , ,

(几)

沪: ,

(久)

切, :
(几) 切a :

(几) 甲a ,

(几)
{

了lee
三...、

一一
月

凡小

P (几)= d ia g (几
a , ,

几
a , ,

⋯
,

几
a ‘

)一中 (几)

易知
,

尸(幻(C〔几〕
“ ‘ “

是非奇异多项式矩阵
,

并且其同一行元素中
,

非对角元的 次 数 都不超

过对角元的次数减 1
.

因为 (1
.

1 7 )式可以写成

(f
; ,

f
: ,

⋯
,

f
,

)P (a )二 o

我们可以得出结论
,

尸(幻是A在向量组(f
l ,

f
: ,

⋯
,

f
,

)的消失多项式矩阵
·

对 于非负整数a , 可能有两种情况
.

如果aj “ O
,

则 (1
.

1 5 )式可以写成

f
, = 甲1 , (A )f

l 十甲
: ,
(A )f

:
十 ⋯ + 甲

, , (A )fa

其中多项式物
,
(幻

,

仇 , (幻
,

⋯
,

卯
, ,
(幻是常数 (零或非零)

,

则尸(幻的第 j列 中
,

对角元是

1 ,

其余元是常数
,

而在尸(幻的第了行 中
,

除了对角元外全为零
.

如果内牛 0 ,

既然 deg (外
,
(幻 )

《 a ‘一 1 ,

我们可 以把仙
, (幻表示成

甲‘, (几) =
。‘, (

a ‘一 1 )几
a , 一 1 + ⋯ + 。‘, “ ,几+ a ‘, ‘, ,

(1
.

1 8 )
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其中阶
, “ )是复常数

.

下面我们把根据上述法则构成的多项式矩阵尸(幻称为 A在向量组f
: ,

f
Z ,

⋯
,

f
,

(简记为F )

的 自然多项式矩阵 (简记为
n

.

p
.

m
.

)
.

例 1
.

1 考虑向量组 (1
.

n )
,

依次去掉可经其前面的向量线性表 出的那些 向 量
,

并重新

排列
,

我们可 以得到一非负整数组口
: ,

口
: ,

⋯
,

口
。 ,

刀
: + 刀

:
+ ⋯ + 口

,

= m = d im ((A IR (F )) )

及向量组

f
l ,

A f
; ,

⋯
,

过凡
一 If

, ,

f
: ,

⋯
,

妒
, 一If

: ,

⋯
,

f
: ,

⋯
,

姓刀一If
,

它们组成<A }R (F )>的一组基
.

由此
,

我们可以构成 A在F 的n
.

p
.

m
.

尸:
(幻

,

它可以表示为
尸 ,

(几)= d sa g 以刀
, ,

久口
, ,

⋯
,

几凡)一巾
:
(几)

如果我们用劳
‘, (的表示中

1(的的元素
,

我们可以断定这些多项式的次数满足下列不等式

d e g (奋
‘,
(几))《刀, (i< j)

d e g (葵‘,
(几) )《刀, 一 1 (i》j)

d e g (币
‘, (几))簇刀

‘一 1 (V i
,

j= 1
,

2
,

⋯
, s
)

例 1
.

2 让我们考虑向量组

f
: ,

Af
: ,

⋯
,

A
”一 ‘

f
: ,

f
: ,

A f
: ,

⋯
,

A
” 一 ’

f
: ,

⋯
,

f
, ,

Af
: ,

⋯
,

A
” 一 ‘

fa (1
.

1 9 )

依次去掉能够经其前面的向量线性表示出的那些向量
,

保留下来的向量

f
, ,

Aj
; ,

⋯
,

A 六
一

lf
: ,

f
: ,

⋯
,

A份1了
: ,

⋯
,

f
。 ,

⋯
,

A va 一lf.

可以组成<A }R( F )>的一组基
,

并且容易证明

甘: + , :
+ ⋯ + ? .

= 。= di m (<A }R (F )>)

由此
,

我们也可以构成A在F 的一个
n

.

p
.

m
.

尸2 (幻
,

P
:

(几)= d ia g 以下‘
,

几下
, ,

⋯
,

几?
‘

)一巾
:

(几)

并且可 以得到关于中
:

(幻的元素的次数所满足的不等式
.

一般说来
,

对给定的A (C
”

”及F (C
”
“

,

A在F 的 n
.

p
.

m
.

由于构造方式的不同而不同
.

于

是
,

A 在F的所有
n

.

p
.

m
.

的全体构成一个多项式矩阵的集合
.

由于方程

载十舀
: + ⋯ + 占

。
二 m

仅有有限组非负整数解
,

可知A在F 的 n
.

p
.

m
.

集合是一有限集
。

定理 1
.

1 设A (C
n 城 “ ,

F (C
.

“

(A }R (F )) == C
”

(1
.

2 0 )

尸“)是A在F 的任一 n
.

p
.

m
.

,

则有

(“‘一 A ,芍 ( (1
.

2 1)
幻成玫用

其中符号份表示两多项式矩阵等价
.

证明 假设a : ,
a : ,

⋯
,
a 。

中有
: 一l个为零

,

T = (T
: ,

T
:

T ‘

刀
: ,

⋯刀
‘,

依次表示其中非零的数
,

令

)

其中T , = (f
, ,

Af
, ,

⋯
,

A 巧
一

lj
, )

.

显然
,

T 是非奇异矩阵
.

如果我们对A 用T 作相似变换
,

则有

A T = T只

其中夏可以写成块状形式



最小多项式矩阵与线性多变量系统( 1 )

、l.l.....eseseses...了||lweeseseeesweseweeseseswe几义肠C/卜、万

、

!
产

万
; :
万

12 ⋯ 万

万
。 ,

万
。 。

⋯ 万

1王

2忍万
.

百

2
了..J......、

万
‘:
万

: 2

万
: ‘

(0“q“住“
aaa

n“�日��日�

( 1
.

2 2 )

~ (口‘
一 1)

“‘夕

n
,n曰1二八Un甘1土八Untl�

/奋..,...........

0 0

0 0

o a川

o a段
,

今 ‘

11一一万宜

。 o ⋯ 。 a

矛
一 1)

容易看到
,

阶 , ‘的是 (1
.

1 5) 式中多项式的系数
.

由于A 与万相似
,

我们有

“I
”
一“芍“了

一 {
几与

: 一万
, : 一万

: 2 一万
1 :

一万
: ,

设材 (几) = d i a g (汀
,
(久)

,

M
Z

(几)
,

⋯
,

M
:
(几) )

,

一万
: :

其中

( 1
.

2 3 )

盯 , ‘一夏“!

!
21/Z矛......,、

、.了
矛

M
‘
(“, 一(

1 几 几
2

0 1 几

护
, 一1

几口
‘一2

o 一 I , ‘一 z

0 0 0

对
‘
(几)心e [几〕刀

、·刀‘
.

显然厉(几)是单模态矩阵
,

。
‘

( ; ) ( ; , 口
‘
一万

“
)一 (

且

几刀
‘
一 甲“ (几)

助
‘一 I X

{ ( 1
.

2 4 )

(‘钾 j
、、.尹少

确

凡
物X一、

‘
(、) ( 一万

。, )一 (

其中x 是无需写出的 (刀
‘一 1 ) x l多项式矩阵

,

护
‘一勿

‘

(幻
,

一勿 , (幻是
n

.

p
.

m
.

尸(幻的相应 的

元素
.

于是用厉(幻左乘 (盯
。
一夏)就得到

“‘“’(“毕“, 一

{
对

:
(几) (之了刀

,
一夏

1 ;
)

· · ·

一M :
(几)叉

; :

一对
:
(几)万

: , ⋯ 对
‘
(几) (几I 夕

,

一万
: :
)!
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几刀
,
一甲, 1

(几)

X

“门p
.几几

一甲‘,
(义)

X

一切1 ,
(几)

X

(1
.

2 5 )

0

I刀
J一l

‘

一甲“ (几)

X

o助00

汤。仁l
卜

i
认、

一一

现在
,

我们把材(幻(赶
,

一万)的第1
,

几 + 1
,

⋯口
: + 刀

:
十 ⋯ + 刀

: 一 : + 1行依次换至第
。一 l+ 1

,

n 一 l+ 2 ,
⋯

, n行
,

然后把其第刀
: ,

刀
: + 刀

2 ,

⋯
,

刀
: + 刀

2 + ⋯ + 刀
: 一 :列依次换至第

n 一I+ 1
, n 一l+ 2

,

· ‘ ·
, n 一 1列

,

可得

一 _ 1 1
, 一 :

何 (几) (几I
。

一A )芍 叹
、

0

亡(幻

P 一
(几)

即存在单模态矩阵牙
:
(幻

,

斤
:
(幻

,

使得

材
:
(‘,对(“, (“I一万,厅

:
(“, 一 (

I
。 _ : U (久)

P :
(几)

又令 叭幻一 (
了卜 : 一口(久)

I
。

_
_

:

于是得 厉
: (‘,材(“, (“I一夏,厅

:
“,斤(“卜 (O P :

(人)

其中
n一 l> n 一。,

尸 ;
(幻是尸(幻去掉对角元为 1的行和列而得到的

.

因此易知通过适当 的行和

列初等变换可得

招�n
了二

J

了.吸、

芍

、

、,.尸
产

I
。 _ : 0

o P :
(几) 尸 (几)

简言之
,

我们有
�
丈

Z口.

芍

_ ,
I

, 一 ‘

(几I
。
一A )价 (元I

,

一 A )芍叹
、

0 P :
(几)
)。(

0

尸(几)

定理 1
.

1得证
.

推论1
.

1 在定理 1
.

1的条件下
,
月在F 的 n

.

p
.

m
.

尸(幻与 (汀
,
一A ) 有相同的非零次不变

因子和初等因子
.

如果<A }R (F )>是C ”

的真子空间
,

即 <A {R (F ) >笋C ” ,

我们有另一重要结果
.

定理 1
.

2 设A ( C
” ‘ ” , F ( C

” ‘ ’ ,

且 <A }R (F ) >是C
“

的真子空间
,

A : 是 A 的诱导算子在

<A {R (尸 ) >的某一基下的矩阵
,

即有 G ( C盖
‘“ ,

使A G = G A :
且 R (G ) = <A IR (F ) >

,

则 A 在F

的任一 n
.

p
.

m
.

尸 (幻
,

总有关系式

I 。
_ 。 0

O P (几)
) 芍

“I 。一 A ;

其中m = di m ( <A }R (F ) >)

对给定的矩阵A ( C ” “ ” ,

在许多问题 中
,

我们常常对把灯
二
一A 化成S m it h标准形感兴趣

,

但当
。
很大时

,

这通常需要冗长繁琐的计算
.

如果我们选取适当的F 心C ”
“

, 。< 。 ,

<A }R (F )>

二 C ” ,

由于A在F 的 n
.

p
.

m
.

尸(幻的阶数通常比
n要小得多

,

利用尸 (幻来求汀
。
一A 的 Sm it h 标

准形可使计算简化
.

举例如下
.
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1 一 1 1 一 1

3 一 5

例 1
.

3 设 A =
一 4

F == (f
: ,

f
Z

)

/
止...
1
.、、

一一2

了了

、1......1
2

n
�

/了....1、

一一1
才了

,土

1 5 一1 0 1 1

4

一4

一 1 1 !
八OR�斤

一1

//‘.....、、

一 1

3

则有 T = (了
, ,

Af
, ,

f
: ,

Af
:
) = {

一 3

8

0 1 5 0

一 4

一 1 0 )
具

r a n k T == 4
,

从而 ( A !R (F ) ) = C4 .

由于 A丫
: = (一 3

,

s
,

一 1 6
,

一 3 2 )
, ,

A Z

f
: = ( 2

,

一 8
,

s
,

2 1 )
r

我们有

A丫
1 =

3
,

8
, , .

4
, .

4

一 万J , 一万 点J , 十万 J “十万盯
“ ,

1
,

I
J ,

7
,

1 2
) ,

戏
一

八~ 一万J , 一万 盯
, 一万八一了刁八

由此可得

8
,

一
, 二一戒一
6

1
,

1

一 , 二 几一
一二

6 6

nolb

4
, ,

4
一 J 八十 二

勺 勺

1 2
,

7
—

一 二二 几— 二二

5 5
}

叮了.......、

一一
、.了

内

流中

8
, .

几一

十 下了几十
勺

1
。 .

~ 二尸几 刊
一

勺

3
几十

一了

勺

1

5

和
4

,

4
一

- 八一
一二

6 b

, , .

1 2
,

几一

十 几丁人

勺
i 4

5

7
八十

一二
O
:J .上

+
2八了飞、

一一

、、...母.户Z
111勺noi�b

7一5十

/‘.,..几、

一一
、.声,八‘了、

.

尸

1

5几+ 3

4
一一

内

几M令

、

、llweeel/

么

二51)十+
.

摊
.

滩

f
、

��d

月任口代
J

t
........、、

‘

有
‘

M
, (几)P (久) 二 (几+ i )

、、.,

!l
产

04一5
、

、

1
.‘/

5几十 7

4

5

4

又令 N :
(幻二 N

:
(之)“ {

、.‘产

,主

o+

.

凡

、,口产

曰.工

o+

.

滩

贝.1有 。
, ( ; )尸(、)、 ; (、)、

:

(“)一 (‘+ 1 ) (
于是得到灯

‘
一A 的Sm i th 标准形为

(
几十 1

1 0

0 1

0 几+ 1

0 0

0

0

0

(几+ 1 )
“ !

l

!
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在下一节中
,

我们将说明
,

变子空间循环分解的生成元
。

黄 琳 于 年 才

对给定的矩阵刁
,

通过A在F 的 n
.

p
.

m
.

P (幻可 以得到A 的不

二
、

关于最小生成组

在这一节中
,

我们将用上述结果阐明线性变换在一向量组的最小多项式矩阵的存在性和

唯一性
,

并讨论生成组和最小生成组的某些性质
.

容易看出
,

这些结果对于研究线性变换及

将其应用于线性多变量系统的理论是有益的
·

引理 2
.

1 设F (C
” ‘ ’ ,

P (几)(C [几〕
’ 试 ’ ,

则对任意可右乘 P (之)的多项 式矩阵 R (入)
,

均有

F 尸(a )= o今F尸(口)R (a )= 0 (2
.

1 )

定义2
.

I F
,

G ( C
“
“称为在A 的作用下等效系指存在单模态矩阵M (幻

,

使得

F = G材 (a ) (2
.

2 )

显然
,

向量组的等效关系是代数上的一个典型等价关系
,

因为它满足 自反性
,

对称性和

可传性
。

定义2
.

2 F (C
” ’ ‘

称为子空间S关于A 的生成组 (或简称为S的生成组 )系指 S = <A }R (F )>

具最小列数的生成组称为最小生成组
。

定理2
.

1 设A (C
件 “ ” ,

F
,

G ( C
” ” ‘ ,

如果F
,

G 在A的作用下等效
,

贝,1

(A }R (F ))二 (A }R (G )> (2
.

3 )

证明 由定理的条件知
,

存在单模态矩阵M (幻
,

使得F = G对 (a)
,

则

R (F )c <A IR (G ))

但子空间<月 }R (‘)>是A的下变子空间
,

于是有

(A }R (F )) c= (A }R (口))

同理有

(A {R (G )>c (A }R (F ))

于是(2
.

3) 式成立
.

定理 2
.

2 设S仁C
”

是子空间
,

则 S是A 的不变子空间当且仅当存在F 为S 的关于A 的生成

组
。

引理 2
.

2 设M (幻是单模态矩阵
,

尸(幻 == Q (幻M (幻 (即尸(幻与 Q(幻是列等价的 )
,

则

对任意F 均有

尸尸(a )== 0劳F Q(a ) == 0 (2
.

4 )

引理2
.

3 如果S (几)= d ia g (沪: (几)
,

沪
:

(几)
,

⋯
,

沪
。

(之))
,

F (C
” ” ‘ ,

满足 以下条件
:

一
‘

乙 d e g 势‘(之) = 乙
二‘= m = d im (<A IR (F )) ) (2

.

5 )

2
0

F S (a )= O

则向量组f
l ,

A f
: ,

⋯
,

A 勺
一

lj
l ,

f
: ,

⋯
,

A“
一I f

: ,

⋯
,

f
, ,

⋯
,

A 凡
一l j

,

组成子空间<A !R (F )>的一

组基
.

如果有d eg 势‘(幻= 0
,

则对应的f
‘不出现在基向量组中

.

证明 由条件2o
,

可有

0 = f‘叻
‘
(a )么劝

‘(A )f
‘

(V i= 1
,

2
,

⋯
, : )

即劝‘(幻是A 在f
。的消失多项式

.

设甲
‘

以)是A 在f
。的最小多项式

,

则
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a 。= d e g 甲‘
(几)《 d e g功‘(又)= 二‘

且 甲‘(A )f
. = 0 (V i= 1

,

2 ,

⋯
, s )

在此情况下
,

我们可有

A
,

f
‘
(

s p a n
(f

‘ ,

A f
‘ ,

⋯
,

A a ‘一 If
‘
) (V i= i

,

2
,

⋯
, ; ; ,

> o )

于是子空间<A }R (F )>将满足

d im ((A IR (F )) )簇 乙
a ‘《乙

二‘

‘一 1 ‘一 1

由此和条件 1
. ,

我们有

殉 = a ‘ (i = 1
,

2
,

⋯
,

s)

且可断定向量组f
: ,

月f
: ,

⋯
,

月犷lf
l ,

⋯
,

f
: ,

⋯
,

A 凡
一 lf

.

组成子空间<A }R (F )>的一组基
.

引理 2
.

4 设A (C
. ‘ ” ,

F (C
”
”

,

S (又)具有引理 2
.

3的条件
,

Q(几)(C [几〕
‘ “ ’

是非奇异的且

F Q(a )= O
,

则S (幻必是Q(幻的左因子
。

证明 设Q(幻的元素为心式幻
,

由多项式的带余除法定理可有

“ , (几)= 功
‘
(几)叮

‘, (几) + 甲
. ,
(几) (i

,

j= 1
,

2
,

⋯
, ;
)

其中甲
‘, (几)二0或

。‘, = d e g 甲‘, (几)< 二‘
.

记H 以 )= (冲
‘, (只))

,

必以)== (切
‘,
(凡))

,

则有

Q(几)= S (几)H (几) + 中(几)

从而有

O= FQ(a) = F S (a) II (a) + F少(a) = F中 (a)

只p

f
l甲i , (a ) + f

Z甲2 ,
(a ) + ⋯ + f

. 切 B , (a )= 0 (V j= l
,

⋯
, 。)

如果有一个卯
。, (幻铸 O,

则向量组

f
; ,

Aj
, ,

⋯
,

A
“ : , 一If

: ,

⋯
,

j
. ,

⋯
,

A
e . , 一I f

,

(2
.

e )

是线性相关的
.

但由于 匀 , < 瓜
,

可知向量组 (2
.

6) 是基向量组的部分组
,

它必是线性无关的
.

由此可断定卿 ,
(幻 = O (‘

,

j= 1
,

2
,

一
, 。
)或中 (幻= O

,

即

Q(汽)二 S (几)H (久)

定理 2
.

3 对给定的A (C
” 城 ” ,

F (C
” “ 刀 ,

设P (几)(C [几〕
刀 ” .

是A 在F 的n
.

p
.

m
.

且假定 Q(几)

(C [几]
. 城 ‘

满足

FQ(a )= 0 (2
.

7 )

则必存在多项式矩阵H (幻
,

使得

Q(几)二P (久)H (几)

证明 假定尸(幻的S m ith 标准形为夕(幻
,

即存在两个单模态矩阵M (幻
,

N (幻
,

使得

P (几)== M (几)夕(久)N (几) (2
.

5 )

其中 夕以 )二 d ia g (I,
,

S扭))
,

S 以)= d ia g 神
:
(几)

,

劝
:

(几)
,

⋯
,

沪
,

(几))
,

d eg 功‘(几)》i
,

沪‘(幻 }沪
‘十 1

(幻
,

f= 1
,

2
,

⋯
, : 一 1

.

令G = FM (a)
,

则F尸(a) = 0与F Q(a) = o分别等价于

G 夕(a )N (a )= 0与G Q I
(a )N (a )= o (2

.

9 )

其中 Q :
(几)= M

一 1

。)Q口 )N
一 ’

(几)
.

显然
,

(2
,

的式等价于
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G 夕(a ) = o 与G Q:
(a ) = o (2

.

1 0 )

由于G 和F 在A 的作用下等效
,

据定理 2
.

1知

(A }R (F )) = (A 】R (G ))

且 d e g (d
e t 夕(几))== d eg (d

et p (几) )= d im ((A IR (F )) )= d im ((A IR (G )) )

易知
,

夕以)
,

G
,

A 及Q:
(幻满足引理2

.

4的所有条件
,

因此存在H
:
(幻

,

使得

Q ; (几)= 夕(几)H
:
(几)

令 H (幻 = N
一 ‘
(幻H

,
(幻N (幻

,

则立即可得

Q(几)== P (之)H (几) (2
.

1 1 )

定理 2
.

3得证
。

推论 2
.

1 设 A
,

F
,

尸(幻及Q(幻由定理 2
.

3给定
,

则

d e tP (元)1d
e t Q(几) (2

.

1 2 )

d eg (d
et P (之))( d e g (d

e t Q(几)) (2
.

1 3 )

由此可见A在F 的n
.

p
.

m
.

是A在F 的 m
.

p
.

m 二

推论 2
.

2 A 在F 的最小多项式矩阵之间
,

允许只差一个右单模态矩阵因子
.

这就是说
,

A 在F 的最小多项式矩阵是存在的
,

并且在只差一个右单模态矩阵因子 的意

义下也是唯一的
.

A在F 的最小多项式矩阵的行列式的次数等于子空间<A }R (F )>的维数
.

因为所有
: x : 的单模态矩阵的集合是一无限集

,

因此
,

一般说来
,

对给定的 A (C
” ‘ ”

和

F (C
”
“

,

A 在F 的所有最小多项式矩阵的集合也是无限集一方面
,

A 在F 的所有
n

.

p
.

m
.

是 A

在F 的 m
.

p
.

m
.

,

但其逆命题不成立
。

而另一方面
,

对A 在F的任一 m
.

p
.

m
.

R (几)和A 在 F 的

任一 n
.

p
.

m
.

尸(幻
,

我们总可以找到一个单模态矩阵N (幻
,

使得 尸(幻 = R (幻N (幻
.

因此
,

一般在不特别说明的情况下
,

对A在F 的 n
.

p
.

m
.

的条件下成立的定理
,

均对 A在F 的 m
.

p
.

m
.

的同样条件下也成立
.

易知下面的引理成立
。

引理2
.

5 如果M (几)(C [几」“
召 ,

l< s ,

有右逆多项式矩阵N (几)
,

即M (几)N (几) = I ‘
,

则存
,

M 〔几、
、

在多项式矩阵M (几)(C【们
‘, 一 ‘, “ ‘ ,

使得 ‘_ ! 是单模态矩阵
.

同样
,

对任意具左逆多项式
、

M (几)
/

矩阵的N (幻
,

存在多项式矩阵厅(幻
,

使得 (N (幻
,

介(幻)是单模态矩阵
.

定理 2
.

4 设A (C
路 ‘ “ ,

F (C
” ‘ 8

及A 在F 的 m
.

p
.

m
.

P (之)
,

如果P (几)的 S m ith标准形为夕(几)

= d ia g (I
: ,

S口 ))
,

其中S 扭) = d ia g 钾
l
。)

,

劝
2

以)
,

⋯
,

叻
,

(义))
,

劝‘(几)lp
‘十 ,

(之)
,

萦二 1
,

2
,

⋯
,

: 一 1
, : = : 一 l

,

则存在矩阵G 二 (o
,

G
Z

)
,

它与F在 A的作用下等效且A在G 的 n
.

p
.

m
.

是 夕(幻
,

(A }R( G
2

)>二 <A }R (F )>
,

进而G
:

是子空间<A }R (F )>关于A的最小生成组
.

证明 因为夕(幻是尸(幻的S m ith 标准形
,

则存在单模态矩阵M (幻 和 N (幻
,

使得 尸(幻

= M (幻夕(幻N (幻
.

令 G = FM (a )
,

易 证 G 夕(a )二 0
.

(见 (2
.

10 )式 )因此 反(幻 是 A 在 G 的

n
.

P
.

m
.

,

即

�日
一一

、、.产
苦

、.尸

Oa

了.、

S

G 夕(a , 一‘G , ,

G
Z

, (

由此可得 G l = O,

矶S (a) = 0
,

于是

G = (0
,

G
Z

)
,

<A JR (G
:
) > = <A IR ( G ) ) = <姓 IR (F )>

由于G :
的列数等于尸 (幻的非零次不变因子的个数

,

即等于A在 ( A }R (F )>上的诱导算子



最小多项式矩阵与线性多变量系统( 1 ) 61 5

的循环指数
,

所 以G
Z

必是<A IR (F )>关于A 的最小生成组
.

推论2
.

3 设S已C
”

是A 的不变子空间
,

则S关于A 的最小生成组可按下列步骤求得
:

1
。

选取 S的任一生成组F ;

2
。

计算A在F 的 n
.

p
.

m
.

尸(幻
;

3
。

求出P林)的S m ith标准形
,

4
.

利用定理 2
.

4的方法求出最小生成组
.

例 2
.

1 考虑例 1
.

3
.

如果取

仁

、性.. ....声
,生
�

n甘

G = ( f
: ,

f
:
)M

l 一 ‘

( a )二 ( f
: ,

f
:
)

5口 + 3

4

/ 3
,

S
J , . , ,

、
二气一万 J ‘一了六J , 一 J ‘

,

J ,

) 二 、g
, ,

g , )

则我们有

o = F P (a ) = 尸材
; 一 ‘

( 。 )M :
(a ) P (a ) = 口乃了

:
(。 )P ( a )

等价于

、、‘产

8、、夕�
�.工

o+

口
r.吸、

。一Gs (。 )一 G
(
口+ 1

即G = ( g : ,

9 2
)是口关于A 的最小生成组

,

而由

( A + I ) g
, = 0

,

( A + I ) 39 2
= 0

也可得出结论 g , ,

珑是C 4
关于A 的不变子空间循环分解的生成元

。

推论 2
.

4 设Sc C
”

是A 的任一不变子空间
,

A在 S上的诱导算子的循环指数是 t
,

则存在

B ( C
”“ ,

使得受控系统

方= A 劣 + 刀“

的可控子空间是S
,

即<A IR (B ) > = 5
.

这就是说
,

对任意Sc= C ”

及给定的系统分= A 二 + B 。,

如果S是A 的不变子空间
,

则存在B
,

它具有最小列数且使得系统的可控子空间是5
.

推论 2
.

5 设尸(凡)是A 在F 的m
.

p
.

m
.

,
p (完)的Sm i th标准形是夕(穴)二 d i a g ( I

‘,

S (之) )
,

则存在具左逆多项式矩阵的N ,
(幻( ca

”‘, t= : 一 I
,

使得G “FN :
(a) 是 <A !R (F ) >的最小生成

组
,

并且A在G 的n
.

p
.

m
.

是S (幻
.

反之
,

如果 S是A 的不变子空间
, G 是 S 关于A 的最小生成

组
,

S 以) == d ia g 帅
:
(之)

,

功
2

以)
,

⋯
,

功.
林) )

,

沪‘(几) }功
‘+ 1
以)

,

i = 1
, 2

,

⋯
,

t一 1
,

它是A 在G 的

n
.

p
.

m
.

,

则对任意给定的
、 .

等价于了(幻 = d iag (I
‘,

S (幻 ) 的多项式矩阵尸 (幻
,

必有具右逆多

项式矩阵的M :
(幻

,

使得F = G对
,
(a) 是S的一个生成组

,

且A在F的m
.

p
.

m
.

可 以是尸 (幻
.

由〔7 ]
,

我们知道
,

如果A :
( C

“ “ , 的循环指数为t,

则随机地选取b :
, b : ,

⋯
,

b . ( C‘
,

使

得 di m (<A !R ( bl
, bZ

,

⋯
,

b .
)>) 二m 的概率为1

.

因此我们可 以断言
,

当S是 A ( C
” 共”

的不变子空

间
,

且A在S上的诱导算子的循环指数是 t,

则在 S中随机地选取 向量组 g , ,

g : ,

⋯
,

g : ,

g ; ,

9 2 ,

⋯
,

g ,

是S的最小生成组的概率为 1
.

现在
,

我们假定F ,

G 都是同一不变子空间关于A的最小生成组
.

因为R ( F )c= <A !R (G )>

且R ( G )亡<A }R ( F ) >
,

所以我们可找到两个多项式矩阵M (幻与N (幻
,

使得

F 二召五了(a )
, G 二 FN (。 ) ( 2

.

1 4 )

由此可有
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F (I一N (J )M (a ))= G (I一M (a )N (a )) = 0

如果P (幻是A在F 和G 的m
.

p
.

m
.

,

则存在两个多项式矩阵H
,
(幻

,

H
Z

(幻
,

使得

I一 N (之)M (几) = P (之)H
; (元)

,

I一M (元)N (几)一P (久)H
Z

(之) (2
.

1 5 )

由此可得
:

引理2
.

6 如果F 和G 同是A 的不变子空 间S的最小生成组
,

尸(幻是A 在尸和 G 的m
.

p
.

m
.

则对 (2
.

1 4) 式中的M (幻与N (幻
,

两个矩阵对尸(幻与M (幻
,

尸(幻与N (幻是左互质的
.

由于 (2
.

1 5 )式可以写成

P (之)H
I
(几) + N (几)M (几) == I

,

P (几)H
Z

(几) + M (几)N (之)= I (2
.

1 6 )

引理 2
.

6立即得到证明
.

下面有趣的例子说明
,

即使S = <A }R (F )> = <A !R (G )>
,

F = 口材(a )
,

但仍可表明M (幻

不是单模态的
.

nU‘.上O自.

r.. ....恤
.、

一一G

龟.... ..,夕了U八U�,了.‘...恤几、

一一F
,

、、性.....夕才
1 1 0

例2
.

2 A == 1 0 1 1

0 0 1

容易验证

<A {R( F )> = C3 = <A }R( G )>

‘
......夕了U八曰�1奋方....龟、

.

+

、....甲少
-

一
l 。

F( 口 + ‘)一 A F 十 F 一
}
‘

、

1

‘

)
一 G

2
夕

r伫
苦

rr抽马z日工⋯
引

但不可能有G = F“,

其中。笋拜( C
,

即从 G = FM ( a)
,

不能够认定M(幻是单模态矩阵
.

(注 在C〔门中
,

单模态矩阵是非零复数
.

)

定理 2
.

5 设A ( C
” ” “ , F ,

G ( C
” ” ‘ ,

G = FN (。 )
,

P (久)是A在F 的m
.

p
.

m
.

,

则

( A }R (G )>二 <A }R (F ) ) ( 2
.

3 )

当且仅 当N (幻与尸 (幻左互质
.

证明 仅当
:
由引理 2

.

6知
,

这是显然的
。

当
:

因为尸 (幻与N (幻左互质
,

则存在两多项式矩阵X (幻
,

Y (幻
,

使得

P (几)X (几) + N (凡)Y (之) = I

用尸左乘等式两边得

尸尸(a ) X (a ) + 尸万 (a ) Y (a ) == F

即 F = ‘Y ( a )
.

从而知R (F )〔 <A !R ( G ) >
,

既然<A }R ( G ) >是 A的不变子空间
,

则有

( A !R (F ) ) c= <A }R ( G ) ) ( 2
.

1 7 )

又因为G = 尸万 (a)
,

同理可知
,

<A !R (G ) ) c= ( A }R ( F )> ( 2
.

1 8 )

综合 ( 2
.

1 7 )
、

(2
.

1 8 )式
,

可知

<A }R ( G )> = <A }R( F )>

这个定理对线性多变量系统理论是有意义的
。

定理2
.

6 如果控制系统

分= 妊% + B 、u
,

A ( C
ft “ ” ,

B i ( C
”

” ( 2
.

1。)

是完全可控的
,

则使系统完全可控的所有矩阵B的集合可 以表示为

B = {X !X == B I
M伍)

,

M扭)与P (几)左互质} ( 2
.

2 0 )



最小多项式矩阵与线性多变量系统 (1 ) 叭 7

其中尸(幻是A 在B , 的 m
.

p
.

m 二

定理 2
.

7 对于系统 (2
.

1 9 )
,

如果A 的循环指数为k
,

B l
(C

n “‘
使得 (A

,

B ,
)完全可控

,

则

使 (A
,

B )完全可控的所有矩阵B的集合
一

可以表示为

B = {X IX (C
, “ ’ , s> k

,

X = B I
M (a )

,

M (几)与P (又)左互质 }

其中尸(幻是A在B I的 m
.

p
.

m 二
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。

参 考 文 献

[ l 〕I’a H T , a x e p 中
.

P
. ,

T e o 夕。 : M a 。夕 u”
,

H s及
.

《H a y : a》 ,

M o e K o a (196 6)
.

〔2 〕黄琳
,

嵘系统与控制理论中的线性代数》
,

科学出版社
,

北京 (19 83)
.

[ 3 ] H o ffm a n ,

K
.

a n d R
.

K u n z e ,

L ‘”e a r A lg e br a ,

P r e n tie e一H a ll In e
. ,

E n g lew o o d Cliffs
,

N
.

J
. ,

U
.

5
.

A
.

(一9了l)
.

[ 4 ] W o n ha m
,

W
.

M
. ,

L i”e a r M u l* io a r‘a ble C o n 才ro l
,

A G e o o e tr ie A PPro a e h
,

S pr in g e r一V e r la g
,

N e二 Y o r k (19 79 )
.

[ 5 ] R o s e n b r o e k
,

H
.

H
. ,

S t a t罗召夕a c e a n d M u lt‘。a ria ble T he o川
,

N e lso n
.

L o n d o n (19 70)
.

【6 〕许可康
、

韩京清
,

线性时不变系统两种描述的等价性
,

系统科学与数学
,

3
,

3 (l, 33)
.

[ 7 ] H w a n g L in g
,

G e n e r a tin g e le o e n t a n d e o n tr o lla b ility
,

P ro c e e成”夕 o f ‘he B fla 才召ra lM e e t公" g

o n C o n tm I S 夕s才e o s ,

P
.

R
.

C
.

a n d U
.

S
.

A
.

S e ie n tifie Pre s s ,

B e ijin g (一38 1)
.

Min im a l P o lyn o m ia l Ma trix a n d Lin e a r

Mu ltiva ria ble Syste m ( I )

H w a n g L in g Y u N ia n 一 e a i

(D e Pa r t川 e”t o f M e e ha 。‘e s ,

P e k in g U o io e , s it,
,

Be ijin g )

Ab s t ra e t

Pa r t ( I) o f this w o r k 15 o n the theo r了 o f m in im a l

o n the a p p lie a tio n s o f this theo r y t o lin e a r m u lt iv a r ia b le

p o ly n o m ial m a tr ix a n d Pa r t(11)

sys te m s
.

In Pa r t(I)
, e o n e e p ts o f a n n ihila tin g p o ly n o m ia l m a tr ix a n d the m in i币a l p o lv n o tn ia l

m a tr ix o f a g iv e n lin e a r t ra n sfo r m a tio n in a v e e to r g r o u p a r e g iv e n a n d the e o n e e pt s o f

the g e n e ra tin g sy st em a n d m in im a l g e n e ra tin g s y s te m o f a n in v a r ia n t s u b sp a e e fo r a g iv e n

lin e a r tr a n sfo r口a tio n a re g iv e n a s w ell
.

A fte r d is e u s sin g tlie b a s ie p r o Pe r tie s o f the s e e o n -

e e pt s the r e la tio n s be tw e e n th e功 a n d the e ha ra e t e ris tie m a t rix e o rr e s p o n d in g to a n in d u -

e e d o Pe r a to r o f a g iv en lin e a r tr a n sfo rm a tio n in a n y o f it s in v a r ia n t s u b sp a e e a r e s t u die d

in d e ta il
.

T he e五a r a e t er is tie s o f the m in im a l Po lyn o 川 ia l m a t rix fo r a g iv e n v e e to r g r o uP

a n d the n e e e ss a r y a n d su ffie ie n t e o n d itio n fo r th e tw o g e n e r a t in g svs te川 5 to ha v e th e

sa 功e g e n e r a tin g s u b s p a e e 15 g iv en
.

U sin g the se re s u lt s w e e a n g iv e the e x p r e ss io n fo r the

s e t o f a ll B w hie h 切 a k e s the sys te m 玄= A 二+ B u a e o tn Ple te e o n t ro lla ble syste m fo r a 91
-

v e n A
,


