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摘 要

本文是 t ll 的继续
.

在本文中
,

利用〔】1的结果我们证明了
,

对于流体的层流运 动 稳定性而言
,

在线性化间题中
,

按特征值定义与按扰动能量定义二者是完全等价的
,

从外
,

借助于 月g o yH oB 方法
,

我们又证明了
,

如果线性化问题是渐近稳定的
,

当考虑非线性影响时
,

只要扰动能量足 够 ,J’ 则仍然

是渐近稳定的
.

在文「l 」中
,

周恒研究了 月 , n y 二
oB 关于线性常系数微分方 程组解的稳定性理论中的一

些定理的推广
,

提出了用扰动的二次泛函作为 月 二 n y Ho
B 泛函 以判断稳定 性

,

并且研究了此

一 Jl o n

”oB 泛函的存在问题
.

在〔2 ]中周恒和李骊进一步研究 了 O rr
一

So m m er fe ld 方 程 的

特征值问题
,

并得到了展开定理的新的结果
。

利用上述这些结果
,

我们将在本文中证明
,

在

线性化的问题中
,

按特征值定义稳定性与按扰动能量定义稳定性是完全等 价 的
.

并 且 又证

明
,

线性化问题如果是渐近稳定的
,

则当考虑非线性影响时
,

只要初始扰动能量足够小
,

则

仍然是渐近稳定的
,

从而按一次近似研究稳定性是完全合理的
.

一
、

问 题 的 概 述

为确定起见
,

我们研究两平行平板间不可压缩流体平面层流的稳定性问题
.

适当无量纲

化后
,

可设两平板的位置分另lj在 刀= 士 1 处
, x 轴与未扰动运动方向一致

.

未扰 动 运 动的速

度分布 由叮功 确定
,

为已知函数
.

用 。 , 。
表示扰动速度分量

,

少为扰动流函数
,

它 们郡是
, , 夕, t 的函数

,

且
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方程 (1
.

2 )是非线性的
.

功(戈
, 夕, t)=

般可设 劝为 二 的周期函数
,

于是它可展为 F o u r沁
一

级数

乙 劝
,

(夕
, t)e ‘“舌‘ (1

.

。)
k . 一 C洲〕

其中 a 为基本扰动波数
.

如果在 (1
.

2) 中略去非线性项
,

将 (l
.

3) 代入
,

则 得 到 沪
。

应满

足的方程(令
“ 。

一
(k。)

2

叻* 十 口2

劝希

口夕2

回
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八
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。一 士l 时 、一
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如果再设 势
,
“ 切。 (功 e 一以ac 口 则得到 切。

所应满足的方程
,

即所谓 的 O r卜So m m e r fe ld 方程

(D
Z
一 k
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)华。= i庵a R {
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一 k
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。
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其中 D ==
d

一刁歹
.

,
c 。
是待定的特征值

, 切。
满足的边界条件是

, 一 士 1时 外 一

漂
一。

(1
.

7、

一般研究稳定性问题有两种方法
.

其一是研究 O rr
一
S o m m er fe ld 方程 (1

.

6 )在条件 幻 7 )

下的特征值问题
,

由特征值
c * 的虚部以判断其稳定性

.

另一是研究扰动能量

: 一 冬{((: ‘2 + 。‘)、二。。

一要l}, △, J二‘、

‘ J J 乙 J J

(1
.

8 )

随时间的变化率
.

如果 T 单调下降
,

就是稳定的
;
反之

,

则不能决定稳定与否
.

(公式 (1
.

8)

中 刀 自一 l积分到+ 1
, 二 积分区间为周期扰动的基本波长)

.

这些研究方 法存 在 着 几个问

题 : (l) 方程 (1
.

6 ) 是线性化了的方程
,

由线性化方程判断的稳定性是否能真实地反 映实际

的运动
,

即考虑到非线性项时
,

它是否仍然稳定
; (2 )公式 (1

.

5) 没有经过线性化
,

因此其结

果
一

也能说明非线性情形的稳定性
,

但所给的往往是稳定的过分苛刻的充分条件
; ( 3 )按特征

值定义稳定性与按能量定义稳定性是否等价
.

我们在本文中利用〔l 」中提到 的 月 , n y Ho
B 泛

函解决了第 ( 1 ) 个问题
,

利用〔2 〕中的结果解决了第 ( 3 )个问题
.

对于第 ( 2 ) 个问题则

还未能有所改进
.

二
、

线性化情形中运动稳定性的定义

在本节中
,

为叙述方便起见
,

我们针对 左= l 的情形来加以说明
。

由于此时我们

扰动波数 。 未加任何限制
,

所以这样作并不失去一般性
.

如此
,

在公式 (l
.

6 )中 八
,

带之附标就都不写了
,

于是它成为

(D
Z
一左

2 a 2

)“甲== fa R 〔(呀一 c ) (D 忍一 a Z

)贮 (D
Z‘)甲 ]

对 攀木
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(2
。
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当 , 二 士 、时 。二
一

李
二 。

“ 洲
(2

.

2 )

用 沪, ,

望: ,
⋯⋯表示 (2

.

0 的特征函数
,

C I , C Z , ⋯⋯表示对应的特征值
。

则任给
一

满足
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边界条件 (2
.

劝 的四阶
一

可微函数 F (川
,

都可展为 留: ,

恤
,

· ·

⋯ 的级数

F (功二 乙 幻卿
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(2
。
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(2
.
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’
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.
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~ d‘
夕二士 1 廿寸 行 =
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_

一 = U
(石了J

(2
.

5 )

这一特征值问题的特征值集合 口
, ,

八
, ·

一与 c l
。

c , ,

⋯⋯互为共扼复数
,

即

夕
, = e于

若其特征函数为 G , ,

G
: , ·

一
,

则 G , 与 甲, 满足双正交条件
。

即

工
, ‘ : (az 。 一 , ; )、 一

I:
,

, ‘

(aa ‘卜“ ,
“

,、一 (2
.

6 )

而且 F (功也可展为 G , 的级数

F (刀) = 名 b , G -
(2

.

7 )

(2
.

3) 中的
a , 与 (2

.

7) 中的 b , 都不难利用双正交条件 (2
.

6) 算出
.

在〔2 〕中证明了 (2
.

3 )与(2
.

7) 不但是绝对一致收敛 而且其展式的系数还满足关系式

命
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其中 m
,

M 为某两个正数
,

与 a 有关
,

而

llF 。一
丁〔

:

尸·

(aa “一“
“

,、 (2
.

9 )

现在我们来研究 (1
.

3) 展式中的一项 沪: (夕
,

t)
,

它代表扰动的一个谐分量
.

它作为 (1
.

幼

的解应满足边界条件 (1
.

7)
,

并且应为四阶可微
.

因此
,

在 t二 0 时它可展为卿 的级数

p , (夕
,

o)二 乙 h, 甲,

易见
,

如果只考虑线性化的情形
,
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t) 对叨 的展式将为

劝: (夕
,

t)二乙 h , e 一‘a c ,

伽,
(2

.

10 )

责
},,

1
!!

2

、

勇
}”,

一
!

2

(
告

一
,,,

!
,,

2

(2 一 z 、



骊李恒一周

现在我们来研究”功
, }}

2

的意义
。

由定义
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,
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将它们代入 L式
,

即得
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’

1一

粤{〔
,

(a Z

: , 1
!

2
+ !, : ,

2

)d , 一冬 !!,
,
}}
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.

1 2 )

由 (2
.

1 , ) 与 (2
.

1 2 ) 可以见 y1J
,

如果一切特征值
c , 的虚部都小于零

,

则乙 !h , e 一
‘a C , ‘

}
,

将 单
了一 l

调下降而趋于零
,

这时必然有 }}势
,
}!

2

, o ,

即T ; , 0
。

反之
,

若 T l , o
,

则乙 }气e 一iac
, ‘

!
“

必 也

趋于零
,

于是
c , 的虚部一定都小于零

.

由此可见
,

在线性化的情形中
,

按特征值定义的稳定性
,

与按扰动能量定义的稳定性是

兄全等价的
.

在非线性的情形中
,

按特征值定义稳定性已没有意义
,

但按扰动能量来定 义稳定性还是

有意义的
。

三
、

平行流稳定性理论中线性化方法的理论根据

下面我们来证明
,

在按扰动能量来定义运动稳定性时
,

如果对某一周期性扰动势(,
, , , ,

幻

来说
,

它的各次谐分量的 O r卜 S o m m e rf el d 方 程的特征值的虚部都小于零
,

即按一次近似米

说
,

运动是渐近稳定的
,

则在初始扰动能量足够小时
,

考虑了非线性项
,

运动仍然是渐 咬稳

定的
。

为此
,

我们引用〔I 〕中的结果
,

即引入扰动的二次泛函
.

我们
一

可以 引入特殊形式的泛函
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,
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其中 G 。 ,

为对应第 几个谐分量的 o r r 一

S oT n m 。r l’e ld 特征值问题的关联问题中的第
、, 个特征函

数
,

、

c 、 为对应的特征值
, “ 并”
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, : , 。的
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。
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,
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,

故 (3
.

1) 的分母是负的实数
,

且有不等于零
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的上界
。

(3
.

劝 中的 刀 值将在下面确定
‘

由
。 Z J中的结果 (那里研究了切的特征值问题

,
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,
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,

有
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,
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。
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。
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如果仅仅利用线性化的方程
,
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,
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,
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现在我们考虑非线性项的影响
,

即利用 (l
.

2 ) 式对 U 求导数
,
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其中第一个方括号中的 矽二功(q ,
,

,

t)
,

而第二个方括号中的 p = 沪(P
,

古, t)
。
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,
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。
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而 一‘ka ( c 。

第二个级数收敛
,

且其值仅与 N 有关
,

因此最后可得

的兄
"

艺!万
, ,‘今 [

抢- 一刀 肠 . 1

. ,

1 皿‘。
, 。 , , 呀

一

J
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B
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其中 , : , 仅 与 N 有 关
,

T = 冬{(「了嗯红) + (
一

粤
,

)
“

ld q d。 是扰动能 量
.

‘ J J L \ a 口 , \ 口TI , J

对 H 中的第二项也可以得出与上述完全相同的估计
.

于是最后得

,H
, , ( ” : 1

【
万

〔沪 护

乙 乙 }‘
。

” . 1

2

]
’‘’

T

将上式代入 (3
。

7)
,

可得

d U
、 / 2 汀 、“

一一二 , 一~ J

乡 .

—
.

d t 一 、 a ,

N

}
。。 ,

,
2

一
,

〔￡
C 心

乙 {a , ,

l
’

(3
.

8 )T
里,

魂.�

, .JJ
!

乙
七. 一刀 几 , l

另一方面
,

我们有‘“,

a了
’

f吕沛
, a

fl
而

, , 1 f
Z , , “

f
, 了 口“ 口v 、2 ,

丽刊
。

J
一 ,

刁万
.

“
四 xa 夕一 刻

。

」
一 *

气万歹一丽 ,) “

xa ” ( 3
.

9 )

而

a必
“ 二二二 一二 , 一~

.

二 二

d 夕

‘。 ‘、
二 , 。= 一

粤一口汤
兄 沃即

。。 ‘洽
“

叻E
讼. ~ 0 0 七. ~ ‘) O

于是

SE洞兀一z
fZ穷 , “ r,

d 呀

j
。

J
一 ;

~

画厂
“口a x a 夕=

2‘a

{一 上务
““‘, 一 必·沪,

‘

, ““

因而

d 。
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l
_ 2汀

,

一 友口a 戈 a 刀 石毛
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一

a
m a X }

甸
.

必乙}
! d夕 !雳
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·

,
‘
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“
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.

硬�r...J
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l
J
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‘
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。
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‘
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’
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‘
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“

] d 夕 ( 3
.

1 1 )
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一贰
侧

“
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二二二
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:
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‘
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令
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,
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“
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·
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则
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。
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.
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念 . 1
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鲤(
以 J

l劝孟}
“
d 夕

把 (3
.

20 )
,

一碗
_ _

口t
-

(3
。

1 1)代入 (3
.

9 )
,

可得

艺汀 l a 月 { 、, , 。

I

— lll a X I
一
了了

~
l之山 凡“ 胜

仪 吕 U 了J 砚、 石 J
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. . 压
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_

. 。 .

⋯
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2 1 ~
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‘

+ I势茜l
‘
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2 “
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2

几

+ - 二
.
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户

_

、

乙 }
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.
、

_
. .
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_
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_
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‘
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了 ~ l d 叮 l
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, _ , , d ,’
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例
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‘“ “x
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, 艺扰 , ‘ ), 期此

,

则

2 兀 l d 口 l
,

f
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。

—
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.

1 左 a 1 1 1梦含 l “
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一

J a 夕凡节
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『
1 今

a l “y I J ~ 里 J、

故上式可进一步写成
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叹

—
1 lla X

O ‘ 仗
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、·
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f
一

粤
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1
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夸
二

: a :
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一 J 王 t

现在
,

我们作 J’I a n y Ho
B 泛函

犷二一 挑U + 犷

其中
,

> O ,

其值在以下定出
.

于是 犷 是定正 的
,

且 厂> T
。

但 是 由 U 的 定 义 和 (2
.

8)
,

(2
,

12 )
,

(3
.

立2 )式
,

又知存在一正数
, n ‘

> o (仅与 a ,

N 有关)
,

使

}U I< 。.T

因此

T < 犷< (l + x o J T二、T. 、 = i斗 二
叭 (3

。

似)

由 (3
.

8 )与(3
. , 3)

,

又有

卫互
~

二 _ ,
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d t 叹
一

、 a 乙 !
a 。 ,

!
乞

一。
。

艺
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一

卜乏

~ 2 ~
1 。
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代

方

乙

+
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! E E l
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I
’
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:

二 T 、

今二 一八 忍目 是

仍然是根据 (2
.

5)
,

知存在正数 。6 , 。,

(它们仅与 “ ,

N 有关、
,

使得

二, 甲 , 了 2打 、

叽获
卜

‘

八气
一

了
)

招
. . 皿

万 〔民J
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簇二
:

乙爪
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故若选择
,
使

,

叽> Zmz
,

则

d V

d t
( 一 。:

乙 T
。
一 ,、

舌一 万 + !

二 _
一

全
一二 二一

_

r拳
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答
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门
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,
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则
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I M
,

~
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一, 了石一簇

之

一丈yl 1 1 + IVI 2 1 “ 产 ‘

= 一川
1 1 1一

, 万
,

1
几 ’ 乙

11

“ ‘ 、 1以 奋 矛

(3
.

15 )

其中的 M
l ,

M
:

只与 a ,

N 有关
.

但 N 又完全取决于 a
,

故它们仅与 a 有关
.

现在我们来证明
,

只要初始扰动能量足够小
,

则当时 间 t、 co 时
,

它必趋于零
,

因而运

动是渐近稳定的
。

事实上
,

由 (3
。

15 )可得

犷、犷
。
一

{;
M l

(卜会
T !一

)
T d ,

而由 (3
.

1 4) 得 T
o

< m 。
犷
。,

其中 T
o
= 7

’

(0 )
,

从而

犷
<ha 沪

一

{冲(卜箫
犷

1难

冲 (3
.

26 )

另一方面
,

由 (3
.

9) 可知

日T / 1f
Z ‘ , o

「玉 d 百
, ,

l

丽
一

火 }J
。

J
一 :

万
“v a ‘a “l

因此
,

利用 l
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}‘冬(u
‘
+ 。协

,

易得
‘

a T
_

_ _

。
一二丁一喊、尹l

口 ‘

其中 : 一

如ax1 斋卜
因此

T < T
o e 尹‘
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.

17 )

现选一数 t0
,

使得

l
, , 。

。 ,
。 。 。。 Zm

二

百
‘V1 ”

“‘。‘ 珑6 , v “I, ‘。=
.

万 ;

则当初始扰动
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一痴 一

(合瓷)se
一

贪 (3
.

18 )

运动必然是渐近稳定的
.

这是因为
,

在满足

, _ _ _ 、
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.
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,
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,

且
一
下不一 1 ” ’

久丫一正水l柱 l ‘



462 周 恒 李 骊

远成立
.

因为
,

T 自T0 增加到使这一条件破坏所需之时间显然是大于 t。的
,

而 在 此过程中

T > T0 的时间不会小于
「

t0
,

但在这一段时间内
,

根据 (3
.

16 )
,

厂 已 变 为 负值
,

这是不可能

的
.

据此
,

证实了上述的论断
.

, r 、 ,

M
。 , , , , 。 _

1
.

~
,

k
.

_
.

但仁
一

、才 1 “
‘

又万附杀件 卜
,

田 L3
.

1 6 ) , 有
班以 1 ‘

:

<m sT0 一

贰MI Tdt

因此
,

如果 T 不趋于零
,

则 犷也将变为小于零
,

如上所述
,

这是不可能的
,

因此
,

必然有

lim T = 0
心一加 .

这就是所要证明的
。

用同样的方法可以证明
,

如果 O r r 一

So m m e rf e ld 方程的特征值有 虚部大于零的
,

但没有

等于零的
,

则在考虑了非线性项后
,

它也不能是稳定的
.

因为这时可以 选 择 : ,

使得 F不再

是定正的
,

但其导数在扰动能量足够小时却仍然是定负的
.

这样就可以证明在一定的初始扰

动下 (使 犷取负值)
,

即使初始扰动很小
,

但能量至少增至一定之值
,

即运动不能是稳定的
.
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