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摘 要

本文指出
,

在一定的条件下
,

功的互等定理等价于位移叠加原理
.

在 〔6 〕的基础上

进一步推广了功的互等定理的应用
,

因而为求解在复杂受力情况下
,

具有复杂边界 条 件

的矩形板和直梁的挠曲面方程提供了一个简便
、

通用的新计算方法
.

一
、

引 言

功的互等定理是弹性力学的一个经典性原理
.

它 ‘”指出
,

在两个相同的线 性 弹 性 体之

间
,

如果它们的应力和应变状态是真实的
,

不管此两个线性弹性体的边界条件是否相同
,

均

可有功的互等定理存在
.

功的互等定理在结构力学中有着重要的应用
,

如求影响线问题便是

其中之一
最小势能原理等价于平衡方程

,

最小余能原理等价于协调方程
,

如此等等
.

关于变分原

理文献〔2 〕给出了详尽的叙述
.

而现在本文指出
,

在一定的条件下功的互等定理等价于位移

叠加原理
.

功的互等定理这一新被发现的功能有着重要的应用价值
.

现有不同的约束两个相同线性弹性体
.

其一只受一单位集中载荷的作用而且 作 用 点 为

一流动变量
,

这个物体被称为第一系统或基本系统
.

另者受实际载荷作用的被称为第二系统

或真实系统
.

当于此两系统之间应用功的互等定理时
,

则功的互等定理等 价 于 位 移叠加原

理
,

功的互等定理与位移叠加原理的等价性必须服从关于该两个系统的前述约定条件
.

首先
,

如所周知
,

位移叠加原理对求解有关问题给出了一个较简单的方法
.

但是
,

对于

以 解析法为基础的位移叠加原理
,

我们必须分别求解每一类载荷作用下的每一个问题而后我

们才可以 将每一解叠加而成全解
,

也就是说
,

我们必须分别求解在每一类载荷作用下的每一个

边值问题
,

而最后才能得到在全部载荷作用下的全解
.

但是
,

以功的互等定理为基础的位移

叠加原理不仅指出了位移的叠加意义而且径直给出了在每一类载荷作用下的每一个解
,

这一

解等于基本系统的已知边界力或已知位移乘以真实系统的相应位移或力的积分
.

因此
,

以功

若

钱伟长推荐
.
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的互等定理为基础的位移叠加原理较之于以解析法为基础的位移叠加原理要简单
.

其次
,

如所周知
,

边值问题的复杂性就是难于满足复杂的边界条件
.

如今
,

在具有简单

的边界条件的线性弹性体与具有复杂边界条件的同一物体之间应用功的互等定理
,

于是具有

复杂边界条件的位移解能被具有简单边界条件的位移解表达出来
.

功的互等定理等价于位移

叠加原理
,

推广功的互等定理的应用为求解具有复杂边界条件的边值 问题找到了一个新的方

法
.

对于一般线性弹性体而言
,

本文说明了功的互等定理与位移叠加原理的等价性
.

这一等

价性对于工程中大量应用的梁
、

板和壳类结构有着重要的应用价值
.

下面我们只限于应用这

一原理 于直梁和平板结构
.

首先
,

我们给出了用在单位集中载荷作用下具有简单边界条件的同一板的解表达的复杂

受力情况
,

复杂边界条件的弹性薄板和矩形板的挠曲面方程的一般表达式
.

其次
,

我们应用前述表达式具体地计算了一受均布载荷作用的悬臂矩形板 的 挠 曲 而方

程
.

同时还给出了一些其它算例
.

计算表明
,

我们所提出的方法是简单
、

方便和通用的
.

二
、

基 本 原 理

对于具有两个不同边界条件系统两个不同载荷系统的两个相同的线性弹性体而言
,

如果

两系统都处于真实状态
,

那么在该两系统之间有功的互等定理存在
.

我们假设第一系统 U
I ,

V
l ,

班
,

表示位移分量
,

尸
二 , ,

尸
, 1 ,

尸
, ;

表示表面力分量
,

而单位集中载荷被作用于流 动坐标点

“
, 叮,

约上
.

第二系统的边界位移分量为U
Z ,
厂

2 ,

牙
2 ,

而 尸
二 2 ,

尸
, 2 ,

尸
: 2 ,

和 X
Z ,

y
: ,

2
2

分别

表示表面力分量和体积力分量
,

并且以 △:
(雪

,
,

,

O 表示第二系统的位移方程
.

在此两系统之

间应用功的互等定理
,

则有
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式 (2
.

1 )中的脚注(二
, 夕, 之 ,

占
, 刀,

亡)表示相应的被积函数是独立变量 (x
, 夕, z ,

占
, 叮,

乙)的函数
.

从式 (2
.

1) 可以看出
,

将式 (2
.

1) 的所有积分项移到等号右边
,

则第二系统的位移方程

△
2

“
, 刀,

必 可表示为三个积分之和
.

每个积分项等于三个被积函数积分的和而 且每一 被积函

数等于第一系统的已知边 界力或已知位移与第二系统的相应的位移或力相乘积
.

这就表明
,

( l )在关于该两系统的前述约定条件下应用功的互等定理时
,

功的互等定理等价于位移叠加

原理
;
( 2 )每一被叠加的位移等于第一系统的已知边界力或已知位移与第二系统的相应的位

移或力的乘积的积分 (对于矩形薄板
,

第二系统的边界位移或边界力是易于假设的)
.

这一

方法比解析法要简单得多
.

将这一表达式应用于弹性薄板
,

如假设具有真实边界条件在真实载荷作用下的平板被称

为第二系统
,

而在流动坐标点“
,

的处作用一单位集中载荷及具有简单的边界条件的同一平

板被称为第一系统
,

于是式 (2
.

1) 成为
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如进一步假设
,

在流动坐标点“
,

的处作用一单位集中载荷的简支矩形板为第一系统
,

而具有真实边界条件有真实载荷作用的同一矩形平板为第二系统
,

则第二系统的挠曲面方程

为
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对于直梁情况
,

取在流动坐标点 (约 处作用有单位集中载荷的简支梁为第一系统
,

而取

在真实载荷作用下并具有真实边界条件的同一直梁为第二系统
,

则第二系统的挠曲轴方程为

研
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上述诸符号的意义与惯用的相同
.

在流动坐标点处作用有单位集中载菏的简支矩形板和简支梁的解是已知的
,

于是具有复
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杂边界条件在复杂载荷作用下的同一平板
,

同一直梁的挠曲方程均可被式 (2
.

3) 和 (2
.

4)

表示出来
.

下面将给出求解直梁和矩形平板挠曲方程的算例
.

三
、

应用功的互等定理求解直梁的挠曲轴方程

首先来计算如图 1 (a) 所示外伸臂等直梁的挠曲轴方程
.

如取如图 1 (b) 所示受单位集中力作用的同一简支 梁 为第一系统
,

图 1 (a) 梁为第二系

统
,

于此两系统间应用功的互等定理
,

则有
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、
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.

下面给出用三角级数表示的梁的挠曲轴方程的表达式
.

图 2 所示受力情况及约束情况的

梁为第二系统
,

在此第二系统与图 1 (b )第一系统之间应用功的互等定理
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则第二系统挠曲轴方程为
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.

四
、

应用功的互等定理求解矩形板的挠曲面方程

四边固定受均布载荷作用矩形板的挠曲面方程

我们取在一流动坐标 (言
,

的点处有一单位集中力作用的简支矩形板为第一系统
,

如 图 3

(a) 所示
;
而取四边固定受均布载荷作用的同一矩形板为第二系统

,
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.
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从前述求解过程易于看出
,

应用功的互等定理
,

同时根据在流动坐标点 (雪
,

心 处作用有

一单位集中载荷的简支板的已知解 ( 4
.

1) 是易于求出解 ( 4
.

3 ) 的
.

这个方法比基于解析法的位

移叠加原理要简单
.

这个例子说明了我们所提出的方法是简单的
、

方便的
,

下面我们将计算受均布载荷作用

悬臂矩形板的弯曲
,

以此来说明本法的通 用性
.

为计算弯曲的悬臂板
,

我们取一如图 4 (a) 所示受一单位集中载荷作用的同一简支矩形

板为基本系统
.
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,
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