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摘 要

随机不动点定理在随机泛函分析中是一重要问题
.

在可分完备的度量空间中的随机不动 点定

理 Bh a r u e h a 一 R e id
,

王梓坤
,

S p a艺e k
,

H a n 蓉
,

Ito h 及作者等都曾进行过讨论 (见 [ 1
一 5

,

1 5一2 0
,

2 1〕)
.

在本文中我们对概率分析中可交换映象的随机不动点定理得出了几个新的结果
,

它推广 了 前

述诸人工作中某些重要结果
.

在确定性情形也推广了 Ju n g e k“
, ’, . ’,

D a s ,

N a ik” ’
,

R ho a d e s “。’,

及C ir i e ll‘〕的结果
.

一
、

引 论

随机不动点理论在随机泛函分析中起到重要的作用
.

许多随机积分方程
、

随机微分方程

和随机算子方程解的存在性的研究
,

往往 引导到在各种类型的函数空间中讨论随机不动点的

存在性问题
.

近年来由于随机泛函分析的发展
,

王梓坤
‘, ‘, ,

亏p
a o ek , ‘3 , ,

H a n 亏“ , ,
Bh a r u eh a

一
R e id t ’, “, ,

lto h
〔4 , “ ’,

K a n n a n 一

S a le h i〔”
’

及作者的文章
〔‘5 一 2 。’

等讨论过Po lish空间 (即可分完

备的度量空间) 中随机不动点定理及其在许多方面的应用的问题
.

在本文中我们得出了随机分析中可交换映象的几个随机不动点定理
.

我们的结果推广了

前述诸人的某些重要的结果
.

在确定性的情形
,

本文的结果也统一和改进了 Jo n g c k ‘
”, 7 , 8 ’,

D a s ,
N a ik 【

“’, R h o a d e s 〔’。’, C ir ie ‘川中的某些结果
.

二
、

预备知识和引理

本文处处假定 (X
,

d) 是一 Pol ish空间
,

(口
,

犷
,

尸)是一完备的概率测 度 空 间
,

(X
,

穷 )

是一可测空间
,

这里穷是 X 的一切 Bor e l子集的a 一

代数
.

一映象 x( 。)
:
口、 X 称为取值于X 的随机变量

,

如果对任一 集 合 B 任男
,

朴 周摸仁推荐
.

345



34G 旅 白 生
一—一

~

一
一

-

一一

一一
一

一一

—
-

一一 一

一
一

一-
.

~

一
一

一~ .

-
目

一~

- 一一. 一

一
~

一
夕

一 - - 一
一

一
二

一 ‘

(B ) = 万
。。〔口

, 二 (。) 任B } 〔乡
‘ .

一 算子 f (。
,

劝
:
口 x X 、 X 称为连续的随机算子

,

如果对每 一 x 〔X
,

f(
·

,

x) 是具值

于X 的随机变量
,

对每一 。 〔口
,

f (。
, ·

)关于 , 是连续的
.

一 随机变量 叔。 )
:
口。X 称为随机算 子 f (。

,

劝
:
口 x X 。万 的 随 机 不 动 点

,

如 果

f (。
,

睿(。)) = 睿(。 ) a
.

5
.

以后
,

我们将用到下面的结果
.

引理 1
.

(K a n n a n ,
S a leh i〔川 )

.

设 雪(。)是一X
一

值的随机变量
,

f(。
,
x )是一连续随机

算子
.

则 f (。
,

舀(。 ))也是一X
一

值的随机变量
.

本文处处假定 f(。
,

劝
:
口 x X 、X 是一连续的随机 算 子

,

勿
‘

(。
,

x) 片
. , :

口 x X 、 X

是与 f 可交换的连续随机算子序列
,

并且 f 和 9
, f~ 1 , 2 ,

⋯满足下面的条件
:

( I )对每一 g (。
,

x)
, 宕二 1 , 2 ,

⋯和任意的 X
一

值的随机变 量 占(。)
:
口一 ,

X
,

存在一X
一

值

的随机变量刀
‘

(。)
:
口。 X

,

使得

P (。 〔口
: g

‘

(。
,

舀(。)) = f(
。。, 叮

‘

(。 )))= z (2
.

1 )

( I )存在一正整数的序列 {m
‘

片
一 , ,

使得对任意的正整数 ‘
,

j和 任 意 的 x , 夕〔X
,

下式

成立
:

p [。 〔口
:

d (夕势
‘

(。
, x )

,

夕尹
’

(。
,

夕))( 苏 (。
,

m a x {d (f (。
, x )

,

f(。
, 夕))

,

d (f (。
, x )

, g 护(。
,
x ))

,

d (f (。
, 夕)

, 夕少(。
,

y ))
,

d (f (。
, y )

, 夕黔(。
, 二 ))

,

d (f (。
,

x )
,

夕尹(。
,

夕)) })」

鲤
二尸(万

, ,。)一 z (2
.

2 )

这里
.

摊(。
,
t)

,
口 x 「o

,

co )。〔o
,

co )是满足下面的条件 (滋 z )
,

(过2 )(或(
‘

姊z)
,

(对 3 ))的随机

函数
.

(
.

妊1 )
.

对每一固定的 。 〔口
,

并 (。
, ·

)是 t 的不减的右连续函数
,

而且对每一 t 〔【o
,

oo )
,

并 (
·

,

t) 关于。可测
.

(并 2 )
.

对每一实数 q 〔〔0
,

co )
,

存在一与之相应的实数

。 任“
: ,((, : ,。〔。

.

黔戳
+ 、(。

,

, ))‘ , (。)、丝

t伪) 〔 [ 0
,

co )
,

使得

P (G
a

)二 1 (2
.

3 )

。 〔口
、 d e f _

-

一
:

黑
苏

”

(。
,
‘(q ))一 “)一

尸(月
。

)一‘ (2
.

4 )

这里 并
“

(。
,

t(q ))是 河 (。
, t(q ))的 n 次迭代函数

.

(并 3 )
.

对每一 t> 0 ,

P (。 〔口
、(。

, t)< r)里竺厂 尸(尤
,

)一 l

(2
.

5 )

而且

尸(。 C口

由假设条件 ( I )和 引理 1
,

量 红。)
: ‘少

,

X
,

存在一 X
-

尸(。 任口
:

1im (t一界 (。
,

r)))
二

旦
e

二
一

尸(刀)一 z

t今
。。

易于得出
:

对每一g
‘

(。
,

劝
,

i= 1 , 2 ,

⋯和任意的 X
-

值的随机变量 ‘ (。)
:
口、尤

,

使得

g犷
‘

(。
,

睿(。)) ~ f(。
, 。产(。)))一 z

(2
.

6 )

值随机变

(2
.

7 )
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在前述诸条件下
,

现在我们定义一 万
一

值随机变量的序列 {‘ (。)}育
一 ,

如下
:

对任一X
一

值随机变最 x ,

(。)
,

由(2
.

7 )知存在X
一

值随机变量、2

(。)
,

使得

尸(。 。。
: 。犷

! 1

(。
, 二 ,

(。) )一了(。
, 二 2

(。)))丝
; 尸(百

1

)一 r

依次
,

如果已经定义了X
一

值随机变量 寿(。
,

)
,

由(2
.

7 )可定义X
一

值随机变量介
; ,

(。)
,

_ _ 二
_ , _ _

_ _
_

d ef _
_

_

尸(。 七占了
: 夕J

’ ”

(。
, 劣

。

(。)) = j (。
,
戈

。 , l

(。) )) 一尸(也
’ ,

)一 1 , n 二 1 , 2 ,

⋯

使得

(2
.

8 )

令

协(。) ~ 夕少
·

(。
,

禹
:

(
。。))

, n 二 1 , 2 ⋯ (2
.

9)

故
夕

,

(。) = f(。
, 二

。 十 ,

(。))
a

.

5
.

。= z , 2 ,

⋯ (2
.

9 )
,

由引理 1
,

易知 协(。)是一X
一

值的随机变量
.

引理 2
.

设 妙(。
,

O 满足条件 (乙1)和 (殊2 )
.

则由(2
.

9 ) 定义的X
一

值的随机变量的序列

切
。

(。)卜育
一 ,

几乎必然地是一 C a u e h y 序列
.

证
.

由尤的可分性
,

f和 g
‘ ,

‘一 1 , 2
,

⋯的连续性和
L

落关于 t 的右连续性
,

易知集合 A :

而且 尸(A ) ~ 1 ,

义
.

“ 一

(承
二

县
,

盯
湘

加

又 上式中的集合 E
‘, 二, ,

G
。 ,

E
·

)
n
(
。

氏G
。

)
n
(
。

几H
·

)
〔‘

,

E
。

分别由(2
.

2 )
,

(2
.

3 )
,

(2
.

4 )和(2
.

5 )定

拉H0,

对任一固定的 。 〔月
,

和任意的 i ,

j

d (。
‘

(。)
, 。,

(。))一 d (。犷
‘

’

(。
,
二

,

(。))
,

。尹
‘

(。
, ‘

, ,

(。)))

( 沙(。
,
m a x {d (f (。

,
x (。))

,

f (。
,

x ,

(。))
,

d (f (。
, 二

‘

(。))
, g尸(。

, x
‘

(。)))
,

d (f (。
, 二 ,

(。))
,

。
梦

‘

(。
, x

,

(。)))
,

d (f (。
,
‘ ,

(。) )
,

。尹
‘

(口
, x

‘

(。)))
,

d (f (。
, 二

,

(。))
, 。少。

, x ,

(口)) )卜)

== 苏(。
,

m a x {d (刀
一 ,

(。)
,

夕, 一 ;

(。 ))
,

d (夕
‘一 :

(。)
,

夕
‘

(。 ))
,

d (,
, 一 ,

(。 )
,

夕
,

(
‘。))

,

d (夕
, 一 ;

(。)
,

,
‘

(。))
,

d (夕
: 一 、

(。 )
, 夕,

(。))圣)

于是由条件 (井 1 )
,

对任意的正整数 阴
,

n( 脚 < 的
,

有

S tt P
巾
“

,
了‘

.

d (夕
‘

(。)
,

,
, (。))簇

,

井(。
, s u p

_

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(。)))
一

l‘ i , J‘ .

(2
.

1 0 )

可是

s U P
l《i , 夕毛 .

d (夕
‘

(。)
, 夕 ,

(。))

= 二a 二 {
、。主。 d (y

‘

(讨
,
y
了

(。))
,

名‘ i , J ‘. 鹭
d (夕

,

(。)
,

刀,

(
。)
))}
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《m a x { s u P d (v
‘

(。)
, 夕,

(。))
,

d (夕
l

(。)
, 夕2

(。)) +
2 叹五, j‘几

‘d (尽
,

(。)
,

夕。(。) ) +
s u p d (夕

、

(。)
, 夕

,

(。))
2 咤i

, i‘”

s u p d (y
。

(。)
, 夕,

(。))于
3 毛j毛

,

(2
.

2 1 )

于 (2
.

1 0) 中取 二一 2 ,

由(2
.

n )得

S u P
1气‘, 了毛 ”

d (夕
.

(。)
,

夕,

(。))( d (夕
;

(。)
,

夕:

(。)) + 谈(。
,

S U P
1蔺‘, j宝 n

d (刀
.

(。)
,

夕 ,

(。)) ) (2
.

1 2 )

令实数 叮一d (夕
工

(。)
, 夕2

(。))
,

引用条件 (添2 )
,

由(2
.

1 2 ) 即得
:

存在实数 t伪) 任〔。
,

伪)
,

使得
s u p d (夕

‘

(。)
, , ,

(。))( t(g )
1气任,

j‘
n

(2
.

1 3 )

由(2
.

1 0 )和 (2
.

2 3 )得
s u p d (夕

、

(。)
, 夕,

(。))( 滩 (。
,

2 毛通, 了毛 .

s U P
1共 i ,

j屯
”

d (夕
,

(。)
,

夕,

(。)))‘滩 (。
, t(g ))

重复这一程序
,

对任意的正整数 。
,

n( m < n)
,

可得

S U P
. 《遥,

了《
:

d (夕
‘

(。)
,

夕,

(。))( 井
沉一 ‘

(。
, t(q )) (2

.

1 4 )

令 m 、 co (故也
n、 OO )

,

并引用条件(苏 2 )
,

由(2
.

14 )即得

0‘ lim 5 tt P
. 成‘,

了‘ .

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(。)蔺 lim 球
, 一 ‘

(。
, r(g )) = o , a . s .

上式表明 {夕
‘

(。)} 几
,

对几乎一切的。 〔口是尤
一

值的C au
c h了序列

,

即 {夕
‘

(。)}几
,

几乎必然地

为一 X
一

值的C au ch y序列
.

引理 2 证毕
.

引理 3
.

设皿 (。
,

O 满足条件 (井l)
,

(并 3 )
.

则

(i) 对每一 t> 0,

P (。 C口
:

1im
二

l
”

(。
,
t) = 0 ) = 1

往 - ) 0 0

(ii )对任意满足下面条件的非负实数的序列 {矛
。

卜
:

P (。 〔习
: t

: 千 ,

簇对(。
,

t
。

)) ~ 1
, n = z , 2 ,

⋯⋯

我们有 lim t
,

一 0
.

(11 1) 特别来说
,

对每 一满足如下条件的实数
:

t 〔[ 0
,

co )
: t( 姊(。

,

t)
a

.

5
. ,

有 t二 0
.

证 (i) 对每一 t> o ,

由(井 3 )得井 (。
, t)< t a

.

s
.

反复使用这一程序
,

即得

译
”

(。
,

t)《苏
, 一 ‘

(。
, t)( ⋯⋯ ( 并 (。

,
t)< t a

.

s .

由 并 (。
,

O 对 t 的右连续性
,

即得

lim 滩
”

n ~ ) 0 0

(。
,

t)二 lim 滩 (。
,

并
” 一 ‘

(。
,

t))二并 (。
,

lim 添
n 一 ‘

(。
, t))

a . s .

令
u
(。

, t) = l宜m 滩

如果 : 夕(。, ,

t)午 0 a
.

s

”一卜 ‘为 n we 矛 0 0

”

(。
,

O
,

由上式即得

v
(。

, t)=
‘

添(。
, 。
(。

,

t))
a

.

5
.

.

于是由条件 (浮 3 )得
。
(。

, t) =
‘

添(。
, v
(。

, t))<
v
(。

, t)
a . 5 .
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这是一个矛盾
,

由此矛盾
,

即得 试。
,

O 一。
, a

.

s
.

即

lim 并
”

(。
, t) = 0 , a . s .

(ii )由假定易于得出

t
, : 二 ,

( 并 (。
,
t
。

)( 并
“

(。
,
t

, 一 1

)( ⋯⋯ (
‘

硅
,

(。
,

t ;

)
a . 5 .

于上式让
n 、 co

,

并引用引理 3(i)的结论
,

得

o( 1im r
。十 l

( lim 并
n

(。
, t :

)= 0 a . s ·

”一) (沉 ) n es 于 0 0

故

lim t
。

=
刀一》 0 0

(111)于(11)中令 r
。

= t , n = l , 2
, ·

⋯⋯ 引理 3 (111)的结论由(11)可得

引理 3 证毕
.

利用引理 3 可证下面的引理

引理 4 设 并(。
,

O 满足条件(并 1 )
,

(滩 3)
.

则由(2
.

9 )定义的 X
一

值的随机变量的序列

{夕
,

(。)}孔
: ,

几乎必然地是一C a u eh y序列
.

证
.

如引理 2 一样可证
,

对任意的正整数 m ,

n( 。< 心有

S U P
m 《i 一j‘

.

S U P
l毛‘,

j《
.

d (y
‘

(。)
, 刀,

(。))( 并 (。
,

S U P
m 一 l毛i

,
j‘

.

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(。)))
a

.

5 .

(2
.

1 0 )

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(。))( d (g
,
(。)

, 夕2

(。)) + 并 (。
,

S U P
1《‘,

j‘
.

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(。)))

(2
.

12 )

由(2
.

1 2 )我们可以证明

lim s u P
”峥 00

1气‘,] ‘
.

d (y
‘

(。)
, 夕,

(。))=
s u p d (夕

‘

(。)
, y ,

(。))< OO a

i一 j》 1

事实上
,

如不然
,

于是有

1im
s u p d (夕

‘

(。)
, 夕

,

(。))== co a . s .

1乓‘,
了《

.

利用条件(洒3 )
,

并由(2
.

12 )得

oo == 11111
n - , 以〕

S U P
1叹‘, j气.

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(。))一并 (。
,

S U P
i“

,
了‘

.

d (夕
‘

(。)
, 夕,

(讨)))

== d (夕
1

(。)
,

夕:

(。))
a .

这就得出矛盾
,

由此矛盾即得

lim s o p d (夕
‘

(。)
, y 了

(。))=
s u p d (夕

,

(。)
, y ,

(。))< OQ a . s 。

”今00
1 镇注,

挤《
. ‘,

了》 :

现在我们定义一非负实数的减序列

t m

(。)=
s u p d (v

、

(。)
, 夕

,

(。))
, 勿= 1 ,

2
,

⋯⋯
‘,
j》 .

因并(。
, t)对 t 是不减的

,

由 (2
.

10 )得
t。(。)( 郊 (。

, t。
一 ,

(0 ))
a . 5 .

由引理 3(11)
,

上式表明 lim t。(。)= 0
. a . s

.
,

即

(2
.

1 3 )
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1im
爪一) 0 0

s u p d (夕
、

(。)
,

y ,

(。))“ 0 a
.

s
.

, , } 多加

故知
。

(。)片
一 :

几乎必然地是一 万
一

值的Cau ch y 序列

引理 4 证毕
.

三
、

主 要 结 果

现在我们叙述本文的主要结果
.

定理
.

设(X
,

d )是一Pol is h空间
,

(口
.

犷
,

尸)是一完备的概率测度 空 间
.

设 f (。
,

幼
:

习 x X 、X 是一连续的随机算子
,

{g
‘

(。
,

劝 片
一 , :

口 x 万、尤 是一与 f
一

可交换的连续随机算

子的序列
,

而且假定f和 9
. , i= 1

,

2 ,

⋯⋯满足二
、

中的条件( 1 )和 (I )
.

则f和 9
. ,

i二 1
,

2
,

⋯ ⋯

有唯一的公共随机不动点f (。
, 夕 ,

(。))
,

其中

夕 ,

(。) = 1im 夕
,

(。 )
a

.

5 .

凡 ~书卜
伙

】

又 {协(。) }育
一 ,

是 由(2
.

9 )定义的机随变量的序列
.

证
.

因并(。
,

O满足条件 (并 1 )
,

(苏 2 )或(
‘

够1)
,

(
.

才3 )
,

于是由引理 2 或引理 4
,

由(2 9)

所定义的X
一

值的随机变量的序列 {协(。)圣言
一 :

几乎必然地是一 Cau
c h y序列

.

设如(。)在 X 中

几乎必然地收敛于 夕
,

(。)
,

因而 夕*

(。)也是一 X
一

值的随机变量
.

根据 引 理 I f (。
, 夕*

(。))

也是一X
一

值的随机变量
,

而且

1im f (。
,

.l’
,

(。)) ~ f (。
,

夕, (。))
a

.

s

门一争 C《

于是由(2
.

9 )和。
.

9 )
‘,

并注意 f 与 9
. ,

i一 1
,

:2
,

⋯的可交换性

夕厂
‘

(。
,

刀
。 一 ,

(。))一口二
,

,

(。
, ,

f(。
, 二ff

(。)))

= f(。
,

g 二
,
·

(。
, 二,

(。)) ) = f (。
, 夕

,

(。))
a . 5 .

(3
.

1 )

故
,

玖
。少

·

(。
,

, 一 (。 ))一黑
f(口

,

,
·

(。))一 f(。
, 。·(。))

a · s ·

(3
·

2 )

另外
,

对任意的 i , i一 l
,

2
,

⋯
,

由(3
.

1) 得

d (f (。
,
刀

,

(。))
,

夕产(。
,

刀二

(。))) = d (夕二
,
·

(。
,

刀
ff 一 ,

(。))
,

夕势
‘

(。
, y 二

(。)))

( 并(。
,

m a x {d (f (
。, ,

刀卜 ,

(。))
,

f (。
,

夕 ,

(。)))
,

d (f (。
, y卜 ,

(。))
,

f (。
, 夕

。

(。) ))
,

d (f (。
.

夕二

(。))
,

夕饥 (。
,

夕二

(。)))
,

d (f (。
,

夕,

(。))
,

f(。
, 刀

。

(。)))
,

d (f (。
,

召卜 :

(。))
,

夕尸
‘

(。
,

刀 ,

(。))) })
a

.

5
.

(3
.

3)

因

溉f(。
,

。
·

(。))一f(。
, y ·

(臼))
a

·

s ·

而且

黑 广
·

(。
, 。

, 一 ;

(。))一 f(Q,
, y ·

(。))
“ · s ·

于是对任意的 。> O,

存在正整数 氏
,

当 n》 n 。 时有

己(f(。
,

。卜 :

(。))
,

f(。
, 。 ,

(。)))< 导
。

.

‘
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d (夕犷
·

(。
, 夕卜 :

(。))
,

f(。
, y .

(砂 ))< 丢
‘

a
。

S
。

,

故当 。》 n 。

时
,

由(3
.

3 )得

d (f(。
,

,
·

(。))
, 。产(。

, 。· (。)))、、
(
。 ,

m 一传
,

一“/ f (一 : (口 , ,
,

。产(。
,

。 ,

(。))、
,

导
,

/ ‘
冬+ J (f(。

, 。,

(。))
‘

。势
‘

(。
,

。·

(。)))
})

(3
·

4 )

( 并 (。
, 。+ d (f (。

, y 二

(。 ))
, g笋

‘

(。
, y 。

(。 ))))

于 (3
.

4 )中先让
n、 co 取极限

,

然后让 。、o ,

并注意并 (。
,

t) 对 t 的右连续性
,

即得

d (f(。
, 夕*

(。))
, g少

’

(。
, y ,

(a, )))( 并 (。
,
d (f(。

, 夕*

(。))
, g厂

‘

(。
, 夕(。))))

a . 5 .

根据引理 3 (iii )
,

上式表明

f(。
, 夕 ,

(。))= 夕少
‘

(。
, 夕二

(。))
a

.

5
.

1二 l , 2
,

⋯ (3
.

5 )

由(3
.

的即得

d (g 尸
’

(。
,

f(。
, 夕*

(。)))
,

f(。
,

y *

(。))) ~ d (g 少(。
,

f (。
,

夕二

(。)))
,

g势
‘

(。
,

夕二

(。)))

(
‘

姊(。
,

m a x {d (f (。
,

f (。
,

夕 ,

(。)))
,

f (。
, 夕二

(。)))
,

d (f(。
,

f(。
, 夕 ,

(。)) )
,

g 夕
,
‘

(。
,

f(。
,

夕
、

(。))))
,

d (f (。
, v ,

(。))
,

f (。
, , 二

(。)) )
,

d (f (。
,

,
二

(。))
,

g少
‘

(。
,

f(。
, 夕,

(。))))
,

,d (f (。
,

f (。
,

刀二

(。)) )
,

f(。
,

y *

(。))) })

(因f(。
,

f (。
, y 。

(。)))= f(。
,

夕少
‘

(。
, 刀,

(。)))

= 夕少
‘

(。
,

f(。
, g ,

(。)))
a . 5

.

故)

= 滋 (。
,

d (g 产(。
,

f(。
, 夕 ,

(。)))
,

f(。
,

夕*

(。))))
a

.

5
.

根据引理 3 (iii )
,

由上之不等式得

g少
·

(。
,

f(。
, y ,

(。 )))= f(。
, 夕,

(。))
a

.

5
.

, i= 1
,

2
,

⋯ (3
.

6)

现在我们证明 f (。
,

夕 ,

(。))是 f 和 g
‘,

‘= 1
,

2
,

⋯的唯一公共不动点
.

事实上
,

根据 (3
.

5 )和 (3
.

6 )
,

得

f (。
,

f(。
, 夕 .

(。))) = f(。
, g 产

‘

(。
, 夕,

(。)))

= 夕尸
!

(。
,

f(。
, 夕二

(。))) = f(。
,

夕 ,

(。))
a . 5 .

(3
.

了)

另一方面
,

对任意 : ,

‘= 1 , 2 ,

⋯
,

由(3
.

6 )
,

(3
.

7 )有
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d (f (。
,

夕*
(。))

, g
,

(。
,

f (。
,

夕*
(。)))

= d (g 少(。
,

f (。
, 夕*

(。)))
, g 产(。

,

g
、

(。
,

f (。
,

夕,

(。))))

( 滩(。
,

m a x {d (f (。
,

f (。
,

夕,
(。)))

,

f(。
, g

:

(。
,

f (。
,

刀,
(。))))

,

d (f(。
,

f (。
, 夕,

(。)))
,

f (。
,

夕,
(。)))

,

d (f(。
, g

‘

(。
,

f(。
,

夕,
(。))))

, 夕
‘

(。
,

f(。
, 夕*

(。))))
,

d (f (。
, g

‘

(。
,

f(。
, 夕 ,

(。))))
,

f(。
,

y ,
(。)))

,

d (f (。
,

f(。
,

夕关 (。)))
, g

‘

(。
,

f(。
, y 二(。)))) })

( 滩(。
,

m a x {d (f (。
, 夕,

(。))
, 夕

‘

(。
,

f (。
, 夕,

(。))))
,

o , o
,

d (夕
、

(。
,

f (。
,

夕,
(。)))

,

f(。
, 夕,

(。)))
,

d (f(。
,

夕,
(。))

, g
‘

(。
,

f(co
, 夕*

(。))))})

= 并(。
,

d (f (。
,

夕*

(。))
,

夕
‘

(。
,

f (。
, 夕*

(。)))))
a

.

5
.

(3
.

8 )

引用引理 3 (111)
,

由(3
.

8 )可得

f (。
,

, ,
(。))一 g

‘

(。
,

f(。
, 梦,

(。)))
a

.

5
.

‘一 x
,

? ,

⋯ (3
.

9)

结合 (3
.

7 )和 (3
.

9 )即得 f(。
,

夕*
(。))是 f 和 g

‘, i= 1 , 2 ,

⋯的公共随机不动点
.

为了证 f(。
, , 或。))的唯一性

,

我们进行如下 :

设存在 f 和 ,
, i= 1 , 2 ,

⋯的另一公共的随机不动点
二
试。)

,

使得

f(。
, 二 ,

(。))二二 ,
(。)

a
.

5
.

g
。

(。
, x *

(。)) ~ , ,
(。)

a
.

5
.

, i= z , 2
,

⋯
,

因而

d (二
*

(。)
,

f (。
, 夕* (。))) = d (口势

‘

(。
,
二 ,

(。))
,

g厂
‘

(。
,

f (。
,

夕,
(。))))

簇并 (。
,

m a x {d (f (。
, 二二 (。))

,

f (。
,

f (。
,

y ,
(。))))

,

d (f(。
, 二,

(。))
, 二 ,

(
。。
))

,

d (f(。
,

f (。
, 夕,

(。)))
,

f(。
, 夕,

(。)))
,

d (f(。
,

f (。
,

夕,
(。)))

, 二 ,

(。))
,

d (f(。
, 二,

(。))
,

f (。
, 夕,

(。))) })

( 并(。
,

m a x {d (x
,
(。)

,

f(。
,

y ,
(。)))

,

o , o
,

d (f (。
,

y *
(。))

,
x , (。))

,

d (二
,
(。)

,

f(。
,

夕,
(
‘。
))) }) = 对 (。

,

d (x
*
(。)

,

f(。
, 夕,

(。))))
a . 5 .

由上式即得

二二(。)二 f (。
, 夕,

(。))
a . 5 .

定理证毕
.

推论
.

设(尤
,

d )是一 Pol is h 空间
,

(口
,

犷
,

P )是一完备的概率测度空 间
.

设 f(。
,

x)
:

口 x X , X 是一连续的随机算子
,

笼g (。
,

x) }下
一 , :

口 x X 、X
, f= 1

,

2 ,

⋯是与 f 可交换的连

续随机算子的序列
.

又设 f 和 {夕
‘

}满足二
、

中的条件 (I )和下面的条件 (工)
:

(皿)
.

存在正整数的序列 {m
‘

片
二 ,

使得对任意的 ‘
,

j和任意的 x , 夕 〔X
,

下式成立
:

p (。 〔口
:

d (夕少
’

(。
, 二
)

, 夕厂
‘

(。
,

夕))( 庵(。) m a x {d (f (。
, 二)

,

f(。
, 夕))

d (f (。
, x )

, 夕厂
,

(。
, 二))

,

d (f(。
, 夕)

, 夕厂
,

(。
, 夕))

d (f (。
,

夕)
,

g 产(。
,
x ))

,

d (f(。
, x )

, 夕厂
’

(。
, v))})= 1

.

这里 城。)
:
口

一

, (o
,

l) 是一随机函数
.

则定理的结论仍成立
.
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证
.

取井 (。
, t) = k (。)t

, t) o
,

易知 并 (。
,

t)满足条件 (办 l)
,

(办 2 )
,

(并3 )
.

故结论 即得

注
: B五a r u e h a 一R e id〔x〕的定理3

.

4和 [ 2〕的定理6
,

总p
a 下e k的 [ 25 ]

,

H a n s的〔3 ] 等都是本文推论的特殊情

形
.

又本文的定理和推论是作者的文章〔1 6
,

1 8」的发展
.

在确定性的情形
,

D as
,

N a
ilt 〔叼的定理 2

.

1
,

3
.

1
,

3
.

2
,

4
.

1
,

Ju n g e k的 [ 6 ]
,

R h o a d e s
[一0〕的定理2 3

,

C ir ie [ 11〕的定理 z
、

定理 2 是本文推论的

特殊情形
.

另外
,

从某种意义上来说
,

本文的结果在决定性情形也是L ea d o r
〔14」的推广和改进

.

又本文结果在随机分析
,

诸如随机逼近理论的应用将在另文中讨论
.
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R a n 日o m fix e d p o i红 t t he o r o m s a r e o f fu n d a m e n ta l im p o r ta n e e in p r o b a b ilis tie fu n e t io n a l

a n a ly s is
.

In e o m ple t e s e p a r a b le m e tr ie sp a e e r a n d o m f ix e d PO in t th e o r e m s h a v e b e e n d is e u s s e d

b y B ha r u e ha 一

R e id t l , 2 ]
,

H a n s ‘3 ]
,

Ito h [ 4 , 5 ] : : n d t h e a u tho r ‘5 p a p e r li s一 20 }
.

In th i s p a p e r w e o b ta in a r a n d o m fix e d Po in t th e o r e m fo r e o m m u t in g r a n do m o Pe r a to r s

i且 p r o b a b ili s tie fu n e t io n a l a n a lys is
.

O u r re s u lts g e n e r a liz e s o m e im p o r ta n t re s u lts m e n t io n e d

a b o v e
.

In d e te r m in a tiv e e o n d it io n s o u r r e s u lt s a ls o e工 te n d a n d u n ify s o m e r e s u lts in Ju n g e k

t‘, , , 8 ] ,

D a s a n d N a ik 贬9 , ,

R h o a d e s lto ] a n d C i : ie仁1 1 )
。


