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摘 要

轧板时单位压力的分布规律不仅用于计算总轧制力的数值
,

而且提供计算宽展
、

设计合 理 辊

型的依据
.

然而迄今文献上所进行的分析
,

绝大部分只限于一维表达
,

不能反映单位压力沿 变 形

区宽度上的变化
.

本文从变分法的原理出发
,

得出单位压力分布规律的二维表达式
.

一
、

问 题 的 提 出

自1 9 25年T
.

K ar m a n 提出轧板时变形区中单位压力分布微分方程后
,

不同的研究者根据

不同的简化和假设
,

得出不同形式的单位压力分布的解答
.

然而
,

不论是根据变形力平衡的方法 “’〔2 1‘“’〔‘’【“ ’‘“’〔7 ’〔“’,

或是根据变形能量 恒 等 的 方

法
‘。’,

都有一个共同的假设
,

即略去沿变形区宽度上单位压力的变化
.

但是
,

早在1 9 3 3年
,

W
.

L u eg 的实 验
〔’”’就指出了轧板时不仅沿接触弧上单位压力是变化的

,

而且
,

沿变形区宽

度上单位压力也是变化的
.

后来
,

这一现象又为其他研究者的实验所证实
,

现在已成为众所

公认的基本规律
.

因此
,

对于单位压力在变形区中的分布规律
,

迄今一直通用的P= P(x) 的表达方式是不

全面的
,

应该用P二P (x
,

y) 的方 式表达
.

这就是本文的 目的
.

二
、

分 析 的 方 法

1
.

基本观点

车L板时变形 区接触面上金属质点塑性流动的轨线
,

就是沿着接触面上单位压力梯度方向

的摩擦阻力线族 (但流动方向和梯度方向相反
,

摩擦阻力方向和梯度方向 相 同)
.

流线的形

状由给定变形条件下的最小变形功确定
.

对变形功取极值
,

可得出相应的摩擦阻力线族的形状
.

因为等压线族和摩擦阻力线族正

交
,

故可再 由此得出等压线族的形状
.

从而获得单位压力在接触面上的分布规律
.

前提条件
、

金属变形时符合简单轧制的条件
.

芳 钱伟长推荐
.

407
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2) 轧板时的中心面及中性面皆符合平面塑性变形的条件
,

并以它们在变形区水平投影

面上的投影为坐标轴 (二轴和夕轴)
.

原点处单位压力最大 (图 1 )
.

3) 设接触面上的单位摩擦力
二二K P

,

K 为一线性函数 (实际上在滑动摩擦区K 一拼—
~

,

~ 一
、、 ,

.

.
_
.

_
,

_
, _ , .

一 _
_

_
_ ,

.
,

_
.

_
, ,

_
卜_ _

_ _
_

.
、

, , 、 ,
_

_
, ,

k 艺

摩擦系数
,

在制动区KP
一“

一
给定变形条件下金属的剪切剧民限

,

在粘着区 KP
一
盯

-

鹿y

刀l

, 二1 、 夕1

—
在 x 轴及夕轴上 : = k时的坐标 )

.

3
.

建立方程

因为金属质点的流动线都是以原点为起点
,

而且只在一个象限内流动
,

故仅就一个 象限

劣杰
~~~

h ooo!

一——

口 1 ! 0 2

(a) 轧板时的中心面及中性面

l夕

园

匕一
~

一月竺二一一』

耸驾
图 2

(b) 变形区的水平投影

进行分析即可
.

下面按第一象限分析 (图 2 )
.

金属质点从原点沿着各不相同 的 流 动 线

(摩擦线)到达周界上各点
.

将各质点沿各自流

动线流动时所需克服的摩擦功综合起来
,

即为

金属变形时所需的变形功
.

设金属质点从原点沿任一流动线经从 N

到达周界上一点G所需克服的摩擦功为班
‘,

则

总变形功即为万班
, .

P一 P
,

及P = P
Z

为两条相邻的等压线
,

其间

的距离为d :
,

作用在 d s上的平均摩擦 力为 几

从而 :

d班
‘

二 了d s二K Pd s

二
‘

一

!
.

尤p d ·
(2

.

1 )

(2
.

2 )

因系曲线积分
,

可应用格林公式表示
:

4牙
‘

一 4

手
.

K , d一 、

手
:

X d /
一

卜y d ,

(2
.

3 )

式中
:

万 二 r e o s 夕~ 尤P e o s s
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Y = r s in s= K 夕 s in o

ta n s=
sin 夕
e o s o

= 扩
~

丝丛、
\ d x /

二 (2
.

4 )

—流动线 (摩擦线) O G 上 M 点的斜率 ;

、、,了

:

血六
为因

:

(

中式

又由于摩擦线和等压线正交
,

故得
:

了里丛、
\ d x /

r

1
= 一 了

~

丝卫
一

、
、d x / 户

(2
.

5 )

式中
:

f
、

李 、一
等压线p 一 p

l

在M点的斜率
.

又d 况 /
, , 月

“

一才 了 ‘ ’
一一

‘
⋯ 曰 ,

‘

扩 ’ . ’

如果所求的单位压力分布函数为 P= P(, ,

妇
,

则等压线方程为P (二
,

妇 = c ,

或

F [ P(x
, 夕)

, c 〕= P(劣
, 夕)一 e 二 o

因 c
为任意常数

,

故

(2
.

6 )

d F 〔力(x
, , )

, e 〕= d P(x
, 夕) = 0

或
日P J

_ . ,

口P J 二 _
。

‘

万 二
一

“汤 甲 一了灭
一“ U 一 V

U 汤 U 沙

从而

5 in o
e o s o

二 _
~

~

夕哭

P
,

P ,

P
x

aP
一掀

(烹 )
。
-

(斋)
:

-

口力

a g

(2
.

7 )

(2
.

8 )

由 (2
.

8 ) 式得
:

5 in o-

(2
.

9 )

e o s o=

_ 一里垫- _ 1
斌 ’

冲
;

}
一』

乏= 一

l
研 P呈+ P ; 】

将(2
.

9) 式代入 (2
.

3 )式 (为简化计算
,

设K 为常数)
:

r 二 P
x

d x
:

二
、

P
,
d 夕

碑乍
产 ‘

二 甲 八 P 一于长 玉万升几
~

=

宁八 P 一7 ~ 几气气1 二

口 ·

丫 P 牙个 P 二 勺 到
x

个 夕奋

一、

{{(盟一器)
“
xdu (2

.

1 0)

式中
:

月二 P
力

、

心 P委+ P姜
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。
.

P
,

刀 = P
. 、

一产币亏 = 万气氏一

呵 P 云宁 P 石

所以

aA 户垦P
,
+ 力P

二 ,
力; + P ;P

,

一 力P
:

P
、
P

, ,

日y

旦旦
~

=
一

户丝吐立色
日劣

(P勇+ P劲普

,
户要十P ;P

二

一 P八P ,

八
,

(P圣+ P手)专

由于

/ aB aA 、
_

P八
,

(P要一 P约+ PP
:

P
,

(P
, ,

一八刀一
。

吸一二一
~

—
一二不

~ 一 J~
~

~

一
一

—
~

一 , 厂万万 下
~

丁万又飞
叫

一
- -

一
-

—
丫一 V

、 口戈 口夕 / 气P 妥一 P 乡少丁

所以此一问题和积分路径有关
,

可用变分法求极值
.

亦即
,

当轧制条件给定后
,

应满足变形功最小的要求
.

(2
.

11 )

函数P又二
,

的

。 / a B aA 、
, , ,

_
, ,

一
,

_
,

仪 行
狱

一百瓦一百万尹
,

、

田共包估的坝从

G ~ G (二
, 刀,

P
,

八
,

P
, ,

八
, ,

几
,

P
, ,

) (2
.

1 2 )

6才
‘

= 0

得川
’:

~ a
.

~
行 ,
一 一。二 魂行P

U 汤

{‘p ,
}十

日2

O义
于G

,

}+
。

荔
。 、G

。

, +

纂
2 一

{G
,

}一。 (2
·

1 3 )夕
1

9a
,

升
‘

￡d
一

式中
:

日G
G

.

一共 、二

d P

日2力
r ‘二二 ~ 二

一 而

d 男
‘

口Z
P

O%口夕

日Z
P

’

a夕2

显然这是一个很复杂的偏微分方程
.

根据工程上简单实用的目的
,

可以认为等压线是二

次曲线
,

从而使高于二阶的导数为零
.

这样可使(2
.

玲)式简化为
:

G , 七 O

则得

G , 一

尊
~ 三(户;二然诊冬兽立二业、 。

U 尹 、P 妥, ~
P 蚕夕f

或

_ a运 「了
_

日p 、
2

了a p 、
“
飞

,

日p 口夕 Z护P 沪P 、
_

”x ”幼L火口劣 / 一、百万
~

尸」下
一

西牙
一 一

石奋
-

、而
至 一 豆矛

.

2一
” (2

.

1 4 )
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因为在 x 轴及 夕轴处符合平面塑性变形的条件
,

P( 二 ,

0) 及 P( O
,

妇 可以根据众所周知

的方法求解
.

从而
,

它们就是 (2
.

1 4 )式定解时的边界条件
:

P(x
, 0 ) = P

l

(x )

P(o
, 梦) = P

Z

(夕)

(2
.

1 5 )

(2
.

1 6 )

一一
P一
丹

尸
2一夕日一口P

一夕a一口P一劣口
一口

一

,夕户一负户一戈ai改

现在将(2
.

1 4) 式写成

口P 口P 日ZP

口x 口y 口% 2

.

「/ 日P 、
2

/ 日P 、
“
1

一r l 、
~一 不下 矛 一 吸 下节丁 户 l

L \ 口 X / \ o y / J

(2
.

1 7 )

丫二
: 、 aZ夕 。2夕 / 。2

力 \
2

一
。

/ l、期 二

丽
一

矿
一、万又百i刃户分

” (否则 , 其解已知)

利用 L e g e n d r e 变换
‘’“’

。(占
, 刀) + p (劣

,

aP

口劣

a。
.
. . .. .

.

一一
礴

叮=

夕) = x 占+ y粉

。夕

日夕

口口
夕~ 不元

u 诊I
{ (2

.

1 8 )

‘
虫劣

由 : 一

器
及 。- aP

口y
分别对 舀和 冲求偏导数

,

得

日Z
P 日戈

:

口Z
P 日夕

一蕊王 月~ 一石 丁不 一万 歹
~

O宝 0 苏a 沙 U 弓

口2 0
.

不 云
了十

O 白
-

日, 。

口占a冲

一劣�口O=
日X

a叮

日Z
P

. 1- ~ 不
.

石 一
U 环 0 9

a g

口刀

口Z
P

一 a x Z

日Z
P a Z。

口雪口刀

a Z
P

口x a夕

日Z
P

~
卜一 不下

.

二又万

0 潇 0 9

口2 。

日刀2

戈
.

勺一X己a
一a

口Z
P ax

.

日Z
P a ,

” ~ 一

而西亏一死 下而
f , 舀

口Z
P

日x 口g

口2 0
.

日z
P

石乎
.

个万少
一

口2。

口占a叮

1

或写成矩阵的形式

a Z
P

a 劣a夕

a劣

口叮
+
口Z
P 口夕

口夕2 口刀

a Z P

口% d g

口2。

口言口刀
+
口Z
P

日9 2

口2。

口刀么

{器 斋{{令
一

念)
一

{
1

\蛊
一

穿
一

) l儡
,

金了\
“ )

口Z P

a夕
粤一 (
刀

一
\

口Z
P

口戈口夕
并 O ,

可令
夕
一
产日一口

为因

日2。

口占
2

a Z。

口冲2

_ 了卫恤
\ 口言d刀

、
2
一工

/ P

2、、.产了

一,

口ZP

口劣2

口2
夕

口夕2 (
口Z
P

白%口夕

得



4 12 刘 培 愕 刘 证

口ZP _ _ 日2。

咭瓜r 一 尸万子
一

口
Z
P

口劝y

口2。
= 一 P 一百下万丁~

口g 0 TI

日Z
P

日9 2

于是
,

(2
.

1 7) 可以改写成线性方程

口2。

日盆
:

: ,

令
+ (。

2
一“

2

, a , 。

一互仃二不二了 =
U 枯

(2
.

1 9)

再 引进新独立变数简化方程 (2
.

1 9)
,

乙= 中(占
, 刀)

,

口2口

a占a刀

令

人= 护(雪
,

心

则

_

a。 _ 日。 a甲
不不万 -

一 一 二荞一
一不下一 门尸

O 弓 0 5 0 弓

口。 口功
口之 a君

神一助口口 口。 日甲
,

a。
一不

.

一一
~

~

不 不 - 一只一丁一 . r
~

二万百
-

0 刀 0 5 0 刀 O 滩

了a切 \
2 , 。 口2。

一龟一万
.

万一 户 , ~ ‘ 一刃 莽石 石

\ O弓 / 0 5口滩

.

aZ。
户

1
~

、

又 又不厂卫鲤、
\ a占 /

日口

口元
+ 云分

0 S

日2沪

日雪
2
+ 书于 毛云

a 凡 O 盆
-

日O
四此如一时幽衅一�口工魂

.

、一‘升日一口

2 0 )
口2。

口言口刀

口2 。

口亡
2

口q7 日切

a占 口冲

口2。

口亡a之

日切 日劝
.

口甲 口功 \
.

~ 不 云
~

一蕊
~

丫一 门- ~
~

不二
~

一孔 福
一

厂飞.

口9 0 刀 o 刀 0 9 /

日z。 日功 口势
口几么 口占 口叮

日2。

口口
十

一下不

O g

口2 中

口占口刀

日口
十一又 石~

口式

日2
功

日省日冲

日2。 _ 口2。 了 口中 \
2 . 0 a Z。 日切 口叻

. 日2。 了a功 \
2 .

日。 a艺沪 . 日。
一灭下万 一 下不万厂 龟一下二 J 门一 ‘ 一百百万 不

~

一百万 一几
一 门一 下刃下 不 吸一不 一 夕 门 ~ ~ 不不

~

只了石, 勺, 一
~

可不
0 刀

一 0 5
一

\ 0 11 / O S a 几 a 刀 o 刀 0 几
一
\ 0 刀 / 0 5 0 叮

一 a 几

方程 ( 2
.

1 9) 的系数满足

4A C一B
:
= 4 (雪刀) (一翻 )一 ( 刀

2
一梦 )

么= 一 (占
2
+ , 2

)
2

簇0

其中等号当且仅当 占= 叮= O 时成立
.

解二次方程

舀刀拼2 + (刀
2
一舀2 )拼一君, == 0

。 二 入泪 雪 刀 、太二
11

得两个根一是一
,

一 一长一
.

考虑到, u ‘, ’
‘

.
卜 珍

’

占
’ 一 , 山

。~

; : 一 ; : 一

今
斌乎二动乙

:
川

J 1

我们有

雪
仔 1

~

—刀
, ,

_ 叮
户 2

~ - 一
~

万一
红
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从而解方程组

夕切 _ 占 口切 _
。 口沪

,

叮 口沪 _
。

。 户

一

—
三万一

一
V ,

下干夏
~ 门 ~ 一一二一 代万一

-

一 V
u 弓 71 U TI a 白 自 0 斤

;
_

_ _ , ; _ 、
_

; : . _ : , _ _ _ 、 , 二 _ _ 、

舀
S 一甲‘弓

,
U , 一 g 了 枯 , 几 ~ 梦气弓

,
刀少~ 一二一 ~

7 I

(2
.

2 1 )

把(2
.

2 1 )代入 (2
.

2 0 )得

口2。
‘ 二 ,

日2 0
. j

占

万夕 一 任“
一

死丁 十
“ 一

而

口2 0
.

1 口2 0
.

_ 口。

。互面
-

十7
一 a矛 十 乙

可
-

一枷一奴一
1一i刃I’

一刀

口2。

口占口刀

.

。

口2 0
.

_ /
‘

右
2
\ 口2。 左 口2口

~ 4 互刀飞 弃牙
~

十 艺 1 1 一下j 厂 卜5 歹三不 一丫j 一 万、了 一
V 3 一 、 U / u s u 八 V u 几

a 念。 二 a
Z。

卜三二万一 = 4 刀
“
飞石硕一

。刁
一 口 5 -

月

占
— 任
—

d Z。

a亡口之
舀
2 日2 0

. 。 口。
. 。 雪 a。

月
.
一丁了一 下干而

一

个 ‘ 一不下一 ,
. ‘ 一二万

~

一
‘

一万百一
刀

甲

O 九 一 0 5 11
一 O 几

这样
,

方程 (2
.

19 )可以写成

2 (占
2
+ 叮

z

)
日么。

口乙口元

口口
一不下一 = 0
口八

由 (2
.

2 1) 并往意 梦+ 价= 亡
,

最后得标准形式的双曲型方程

口2。

口亡口汪
= O (2

.

2 2 )

显然
,

(2
.

2 2 )的一个解是
。(亡

,

几)二乙

回到变数 (舀
,

帕
,

有

。(舀
, 刀)== 舀

2
+ 刀

2

就利用这个 。(占
,

灯)
,

按 L e g e n d r e
变换 (2

.

2 8 )回到变数(x
, 夕)

,

得
_ _

口P
P 七X

,

夕少= 潇一万二一
U

侧、

+ y 七手
一

一
U y

a P

〔(器)
’
+

(芳)
2

〕 (2
.

2 3 )

这是所谓 C la ir a ut 微分方程
.

(2
.

2 3 )的完全积分是

P(劣
, 夕) =

a 二 + by一 (
a Z
+ b Z

)

甘 由 。 、、二、。 * 。 , 才日。个二全。、 , 俱
~

塑
一旦黛一r李兰夕

一
丫一。

.

不 符 合 开始
4乓, 叶闷 “ , U 面兰沙l

‘ l一刁土 J乙 怪汾夕笑
. 1」三 〕乙 己夕石 习三门少飞7 〕 ‘, 乙 1习

.

5 二‘2 一

百后2
一

、 力 ~ 力
.

, 一
u , ,I

’
, 丫 曰 / l 济只

7 、 , 一 , 一

~
一 J ,

一一 一 一
、 -

一一
·

, ·一
r ’ ‘’

一 ” 口犷 口犷 、 口x o 夕 /

关于方程(2
.

17)的假设
.

(2
.

23 )的奇异解是

{
’(x

,

“)一
“x + ““一 (

a ’+ “
’

)

i
劣‘Z a

[ g = Zb

由三式消去参数
a , b

,

得
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, (二
,

。)一李(
二2
+ 。

2

)
任

现在考虑 (2
.

2 3)的一般解

P(二
,

夕) =
a 二 + 夕f (a) 一 厂a

Z
+ f

Z

〔
a )」 〕

0 二 万 + 夕f
‘

(
a
)一 2 [ a + f (

a
)f

‘

(
a
)」 J

其中 f (a) 为任意的函数
.

由边值条件 (2
.

15) 和 (2
.

1 6) 消去 (2
.

2 4 ) 式中的参数
a
及任意函数 f(a)

.

(2
.

1 6 )代入 (2
.

2 4 )有

p (劣
,

0 )二 a 二一 (a
Z
+ f

Z

(a ))二
·

p ,

(二)

p (o
,

夕)一夕f (
a )

、

一 (a
Z
+ f

Z

(a ))二夕
2

(夕)

由(2
.

2 6 )
,

有

f
Z

(
a
)一 夕f(

a
) +

a Z
+ p

Z

(y )二 0

解出f (a) (根号前只写正号)
,

得

(2
.

2 4 )

以 (2
.

1 5 ) 和

(2
.

2 5 )

(2
.

2 6 )

l
。 . ,

一
,

J 、u 少= 万 Ly 一 V 夕
‘

一 4‘“
‘

+ p
:
(y )) J (2

.

2 7 )

(2
.

2 5 )一 (2
.

26 )
,

有

ax 一夕f(
a )二 p

:

(二)一 p
:

(y ) (2
.

2 8 )

以 (2
.

2 7 )代入 (2
.

2 8 )
,

得

a ‘一
普〔

y + 斌了巧石
万

两;J刃了〕一 ,
{

(x )一 。
2

(。)

或

夕斌夕
2
一 4 (

a Z
+ 力

。

(夕)) ” Z a x 一 [夕
,
+ 2 (夕

,

(x )一P
:
(夕))]

两边平方

v ,

[夕
,
一 4(

a ,
+ 夕

2

(夕))〕= 4a 2 x 2
一 4a 二〔夕

,
+ 2 (户

,

(x ) 一户
2

(夕))」+ [夕
, + 2 (P

,

(x) 一户
2

(夕))〕
“

整理得

(二
,
+ 夕

2

)
a ,
一 二〔夕

2
+ 2 (p

,

(二)一 p Z

(y ))〕
。+ p

,

(二)夕
,
+ [p

:

(x )一 p
:

(夕) ]
,
= o

解出
a

注意

(根号前只写正号)
,

得

I f
。 。 . _ , , 、

u = 花7 万〔正不可
啥

ix L夕
“

十 艺LP IL戈) 一 P Z
L夕) ) 」十娜

‘

L夕
‘

十 ZLP
,
(劣)一P

Z

(夕)) ]
芯

自 、 ‘ , l 分 , t

一 4(x
,
+ 夕

2

) [P
:

(二)夕
,
+ (P

;

(二)一 p
:

(夕))
“

] }含

夕f(
a
)一 (

a ,
+ f

‘

(
a
)) = P

Z

勿)
,

将 (2
.

2 9)代入 (2
.

2 4 )
,

(2
.

2 9 )l
得

, (二
, 。)一 ,

:

(。) + 下了
芫

二币不}
二r。

2
+ 2 (,

1

(二)一 ,
2

(, )) ]
‘ 、八 一r一 沙 夕 t

+ {二
2

〔夕2 + 2(力
l

(二)一力
。

(夕)) ]
’
一 4 (x

,
+ 夕2

) [力
,

(‘)夕
2
+ (P

:

(二)一 p
Z

(夕))
2

1}舍

这就是方程 (2
.

1 4 )满足边值条件(2
.

1 5 )和 (2
.

16 )的一个解
.
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