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摘 要

本文提出了微极原弹性物质体的定义并利用虚功率原理导出了该类物质体的变分 原 理
.

利用

上述同样思想和这里给出的微极原势的定义很自然地导出了非局部微极弹性介质的本构方程
.

一
、

概 述

1 9 6 9 年 D G
.

B
.

E d e le n [ 1 〕提出T 原弹性物质体理论
,

于 19 7 6 年 他 [ 2 ] 又把该

理论做了推广
.

他在文中给出了原势的概念并利用虚功原理导出了原弹性物质体 的 变 分 原

理
.

原弹性物质体理论把包括泛函的物质
、

具有梯度效应的物质
、

超弹性和完全弹性物质等均

做为特殊情形概括在内
.

P
.

G er m ai n 【5 〕「6 」曾深入地阐述了虚功率原理在局部连续介

质力学中的有效应用
.

本文扩展了 E d e le n 的原 弹性物质体理论
,

提 出了微极原弹性物质体理论并利用虚功率

原理导出了该类物质体的变分原理
.

与完全弹性物质体对比
,

这类物质体除了像原弹性物质

体理论那样包括时间效应
、

构形相关性和非局部性外
,

还包括 了微极性效应
.

本文的另一部

分
,

我们利用前述思想而无需像 〔7 〕那样利用非局部变分引理
,

连同这里给出微极原势的

定义就可很自然地导出非局部微极弹性介质 的本构方 程
,

得 出 的 结 果 与 A
.

C
.

E r in g e n

〔3 〕用局部化的 C D 不等式导出的结果相似
.

这两组相似的非局部微极弹性介质的本 构 方

程就是对 E r in ge n 和 E d el e n ‘7 ’给出的两组相似的非局部弹性介质的本构方程的扩展
.

本文

为表述方便起见
,

采用直角座标系
.

二
、

微极原弹性物质体及其变分原理

令 B 是 E
.

的单连通 3 维区域
,

它在初始时刻 t。时被物质体所占据
.

我们考察所有可能
的{ x 。(x

,

t)
,

x ‘二 (x
,

t) } 〔勿
,

(万
; 12 )

,

西 = B x [ t。
,

t :

〕
,

这里西
:

(力
; 22 )表示在万上具有对每

函数及其一次导数一致收敛的范数的12 重函数 吸
二、(X

,

O
,

x 。
武X

,

O卜的函数空间
,

x 、(X
,

O和

朴
‘ (X

,

O分别表示运动和微运动
.
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定义 物质体称做是微极原弹性的
,

当且仅当物质体是微极的
,

并且存在一个函数

万 = 刃 (X
,

t
,

x 。

(X
,

才)
,

x 。二(X
,

t)
,

C 二 :
(X

,

才)
,

厂二 : (X
,

t) ; 寿
。

(X
,

t) ) (2
.

2 )

和 q 个泛函

寿
。

(X
,

t) = l刃
。

(X
, t ,

Z
, T , x , (Z

, : )
, x 。‘(Z

, : )
,

C 、;
(Z

, : )
,

厂二:
(Z

, 丫
)) x d犷(Z) d T

(2
.

2 )
使得应力张量 T K : 和力偶应力张里 M

K : 具有形式
:

~ a刀
: ,

a刀
2 “ = 万亡万

,
‘才 “ = 万兀万 (2

.

3)

其中
C ‘ : 二 x 。, : x 。: (C o s s e r a t 变形张量)

厂 K L三
1

百
己K M N X ‘M

, ‘X ““ (扭曲张量) (2
.

4 )

~ 一
‘

f a刃
,

,
、 , , 二 , ,

,
、 , ,

~
, ,

_ _
_ 、 , , , J ,

~
, r

一
。尸一

、

1j 兰 咨 十 、 一石了一 L‘ , ,r , g 二a 犷 L‘ 少。T 吸微欲原弹任彻从体四绿分 ,
J一 口伟。

这里符号
“荆

,

表示 X 换成 Z 和 Z 换成X的运算
.

微极物质体的局部动量和动量矩平衡定律的物质形式为

T ‘。
, ‘ + p 。

(f
。一戈。) = 0

M
‘。, 尺 + 。。. , x l , ‘T ‘。 + p 。

(I
。一 斤。) = 0

([ 4〕
,

P
.

1 6 )

(2
.

5 )

其中 p 。
为初始构形时的质量密度

,

了。 和 l。为体力和体力偶场
,

微惯性张量
, v .

为角速度分量
.

现分别定义误差力【1〕和误差力偶
:

△尸
。
= T 。

, K 十 P o
f
。一 P。劳。

△M
。= M

‘ * , 尺 + 己。lm x . , 瓦T 尺。 + p o
l。一 P。

斤。

于是我们可以写出微极原弹性物质体的虚功率原理如下
:

。、~ j。: , 。

为自旋分量
,

j
、:

为

(2
.

6 )

一 (△F oJ分。+ △M
。d , ‘) d厂(X)d t= 0

刀

把式 (2
.

6) 代入上式并利用【3〕和〔4〕中的有关公式
,

(2
.

7〕

经过一些运算后可得下列结果
:

‘

)
、元d厂‘X , d ‘一

{
: ‘T 二“‘一 + M 二“广

乙· , d 厂 (X , d ‘+

}一p 。

(f
。
占分。

1
_ , 。 , 、 _

, : , ,
,

、 , , .

t
’: ‘ ,

。 , ,
。 , ,

、 , , ,

【
’i ‘ 1

宁 1子己创. X , “ tQ X 面K 夕a 犷 气八少a ‘十 、 、 I * O尤‘a o 气八夕口不十 、 、
~

石 ~

乙 」世. J月 0 1 0 . 1 0 1 , 乙
” 甘习 . 一

u 一

甘 。昌

X “、: , x 。二
M

:占分“d s (X) d t = o

上式对满足下列条件的 勿
,

(乃、12 )中所有{占夕
。

(x
,

O
,

d戈
。

武x
,

O 卜成立
:

{占分。} 1aa :
= {占戈。‘ }}a 。‘ ~ 0

(2
.

8 )

{占夕。} }
, 。

= {己沦
* ; } }

‘。= {占少‘}}
, ,
“ {占分

。二} }
, 1

~ 0

这里 T
。

和 M
。
为在 日B

,

和 aB
:

上所规定的面力和面力 偶 分 量
,

一“
,

K 一

合、
(,

。
, 。十 , 。

! , 。叭)为微极原弹性物质体的动能
.

(2
.

9 )

而且 aB :
U a刀

:

U 口方
。

U 口B
‘

另一方面
,

由 (2
.

1) 可写出

‘
)
一

玄“厂(x ,“‘一

\
_

又
日厅

。 .

a厅
万花石“, “十万牙石

“熟
‘ 十

日II
日C“

a亡
K L + 子拱三一 占户

口1 K L

a I7 : ‘

)
d 犷(x , “‘

(2
.

1 0 )
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考虑到 (2
.

3 )
,

则由 (2
.

8 ) 和 (2
.

1 0 ) 可得

“

l
_
(K 一“ ,

‘

“厂‘x , “‘十 f/ a刀
: _ ,

\
, .’-

,

/ a刀
:

P 。 _ _ _

八
、l

一

丁二户 卞 尸。八 )U 沙存宁 t一歹万了一
~

-t- 一不
~

一己‘皿. 义 二为“ J
一 L \ U 人为 / \ O 尤奋K ‘ /

1
, ; , ,

、
、 ,

二 〔
‘i ‘ 。

。 , _ , 。 ,
,

、 , , ,

【
’i 〔 1

X O X ‘犬 之a 犷 气八夕a 丁十 、 、 1 ‘0 苏 为a o k八夕a 不 十 、 、 下
一

￡‘l二 X 。尺J以 1 0 X ‘尤

I 件全‘ l力 n l 企. 1 Q O ‘
一 ’ U 一

u L, 告 一 ’ U 一

以。 3

x d s (X )d r = 0

由此可写出微极原弹性物质体的变分原理如下
:

动最和动量矩平衡定律对微极原弹性物质体适用
,

当且仅当

(2
.

1 1)

(K 一 ‘ )d厂(X )d ‘+

l
一

{(芸
+ 。。, ‘

)
d戈

。+

(
~

礁
~

十

令
一

。 x 。· , :

)
一刀

户、龟.、J

。O

又 。x * :

)
。。(x )J考+

}
‘,

(
: *。x 。

d s (x ) 、, 十

(
‘,

(
J J to J日B 一 J to J口B s香

。‘:。 x O K
M

!。x 。二d s (X ) d , 一 。

(2
.

1 2 )

对满足下列条件

{己“‘} la ”2
一 {占X “K } la , ‘

一 o 飞
{d x * } }

,。
二 {占万。二 } !

, 。
~ {d劣。} l

: , = {d x 。: }1
, : = o J

仁
.

1 3 )

的函数空间 勿
,
(力

, 12 )中所有拍戈、,

占价价成立
; 反之

,

若式 (2
.

1 2) 对满足条 件 (2
.

13 ) 的

所有{占x * ,

d x 。
价 成立

,

则物质体是微极的
,

而且动量和动量矩平衡定律满足
.

显而易见
,

若不考虑微极性
,

则上述变分原理即变为 E de le n 的原弹性物质体的变分 原

理 ([ 2」
,

P 1 2 7一 1 2 8)
.

三
、

非局部微极弹性介质的本构方程

本文冠以
“

A
”

的量表示非局部剩余量
,

例如
,

f
。和 女

。分别表示体力和体力偶非局部剩

余量
.

非局部微极介质的动量
、

动量矩和能量平衡定律的物质形式可 写 为 (〔3〕
,
P

.

Z15
,

假

定户二 j。,二 0)
:

、J
了

,l勺d
了牙、

l
、了.....夕T ‘ 。, ; + p 。

(f
。一戈*) + p 。

f
。= 0

M
‘、 , 二 + : 。., 二 , , ‘T 二。 + P。

(l
。一斤

。

) + p 。

(交
。一 : 。: , x :

f
。

)二 0

, 六
: , 启 。

_

令
-.-

.

P。
_ l 。 _ _

夕
、

P声 一T : : C 、 : 一M
二 : 厂 : ‘ 一 Q 二 , 尺 + P o

f
。
交
。+ 共兴

~

e 。, ,

(交
; 一 。: r :

二
,

f
:

)
一 ““ 一 几 卜 一 ‘、

“一 ““ ~
J

” “
‘

’ . ‘ ’ “ ’

2 一
‘ .“ 、 刀

’

X X 。二戈
。二 一 户。

(h + h) = 0

假定这里我们所考虑的非局部微极弹性物质体对所有变分胡
,

下列全局陈述成立
:

占交
。,

占戈
。‘ ,

占C ‘ : ,

乙厂 : ;

。
\
一 p o‘J二 (x ) 。, 一

\
一{p 。

, 占万+ T 、 : 。亡
‘ : + 对

‘ : 。广
: 、 一 。。

少
,

肚
D J D

一

令
。‘一(“

‘一 。 ! 一x
·

式) x ·、“,
。K 卜d 厂 (X)d ‘

(3
.

2 )

这里
:

e 二 : (X
, t

,

刀(X
,

t)
,

x 。

(X
,

t)
,

x * ‘(X
,

t)
,

C ‘ :

(X
,

t)
,

厂
‘ : (X

,

亡) ; u 。

(X
,

t)) (3
.

3 )
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u 。 (X
, t)二 \

一j
。

(X
, * ,

Z
, 二 , 刀(X

, t)
, 刀(Z

, 二 )
,

x *

(X
,

t)
,
x 、(Z

, 二 )
,

x 。二(X
, t)

,

x 。二 (Z
, 二

)
,
C 二 : (X

, t)
,
C 二 : (Z

, r )
,

厂 、 : (X
,

t)
,

厂‘: (Z
, : ))d 厂(Z )d T

(3
.

4 )

另一方面
,

由 (3
.

3 ) 和 (3
.

4 ) 可写出

a尸
p 。“ =

一

初仄万)
刀+

日尸

日x 。

(X
,

t)
穷
‘ +

a尸

a x 。; (X
, t)

a尸 启
X ‘K 十 一万了布一一万牙一二凡

一
七 K L 十

O 灿 式 L 气八 , ‘声

a尸 八
.

~

+ 万瓦蔽不万
I 乙K 十甲 (3

.

5 )

其中

P 二 P. 。十 。
(p 。。) , (非局部微极弹性物质体的原势) (3

.

6 )

(p 。·)一l
_

(
。。

斋)
’,犷d 犷(z )d ·

(3
.

7 )

f
_

山 r aj
。

启
, , _ 、 ,

aj
。 二 , , _ 、 .

a]’
。 ,

_

, , _ 、

气尸
。一二一一一 . ~ 气二二六声亏尸一- 又一

口 J 、‘
, 工 ,

.
卜 一
下一一下 1 芍- - - 下, 户 ‘叹‘

, 工 少 , 甲

一二, 一- 一下不弓一
~ 一丁一 X ‘K 、‘

, ‘ J
一 t一 口“。 L d ‘I L‘

, 丫 , 口x * L‘
, T )

- 一

口 X o K L‘
, T 夕

aj
。

声 , , _ 、 .

aj
。

卜 , , _ 、

1 t’
_

肚 、仃 a]’
。

个 一又奋二- 一于万r 一勺可 一
‘ 尺 L k ‘

,
一

‘j 寸 下不产一一7 亏
- 一户灭 J L K 气‘ 一‘少 I一 、尸 。气菜,

~
1 1 又石下习厂节矛子

O七 K L气‘ 一T 夕 O J K L 、‘ , T j J \ O u 。 / L O ” 、八
, ‘j

x 刀(X
, t) +

日j
。价

穷‘(X
,

t) +
口j

。份

日戈‘(X
,

古) a x 。‘ (X
,

t) 方。‘(X
, *) + 一二荞架命不

一 C : 二 (X
o 七 K L 气八 , ‘夕

日j
。

口j
。

丽峨六万
r “K (x

, , )
〕}

d厂‘Z , d ·

(3
,

8 )

一中d厂 (X )dt 二 0 (3
.

9 )

因为

‘

lP。
感d厂(X )d t

D

t f aP
。
二

.

= }
一

飞丽江奋万
。

,I+
a尸

ax ‘(X
,

t)
占穷

‘+
a P

ax 。‘ (X
, t)
占戈*尺

a尸
。
只

十 百石蔽又万
。
听

‘ 十
一 ~

瓦户
a尸

二 :
(X

,

亡) 犷
: K

故由 (3
.

2 ) 和 (3
.

2 0 )
,

而无需像

极弹性物质体的本构方程
:

a尸
P .

沙一石弃备一汽
一

尸 . “
一 日刀(X

, t)

〔7 」那样应用非局部变分引理
,

即可直接得到非局部微

一 p

一

湍一。·
“

!

一
p ·

⋯,
·

碳箭
一

十
一

、二万
器头。

珠
一

武黯万

蝙
一
矿器万

(3
.

1 1)

、

⋯
了.........,夕



微极原弹性物质体理论和非局部微极弹性介质的本构方程 】7 1

在非局部微极弹性介质理论中
,

所有非局部剩余量必须满足下列条件
:

hd犷(X )d t = o ,

\
_ p 。

f
、d犷(X )d t二

”
,

l
; p 。“、“犷‘X , d ‘一 。

(3
.

1 2)
J万

把 (3
.

5) 代入能量方程
p 。
沙分

于是由 (3
.

8) 给出的 小

P o
h =

(3
.

1)
3 ,

则得

= Q 二 , 尺 + P。
h + p o

h 一巾 (3
.

1 3 )

的形式可知
,

能量方程在附加刚性运动下为不变量
,

如果

少 (3
.

1 4 )

故由 (3
.

9) 可知
,

条件 (3
.

1 2 )
;

满足
.

应用在 x 。

(X
,

t) , 二。(X
,

t) 十厂扩下 (3
.

5) 的不变性
,

则得

a尸

口x 。

(X
,

t)

a￡ 日j
。

口u 。

ax 、(Z
, T )

/ ae \
一 ! P o

~
目

二丁一 】
\ O “a /

口j份

ax 。(X
, t) }

d犷‘z , “一 。
(3

.

15 )P
f

J

I
一D

�‘、龟l. .J

+

考虑到 ( 3
.

1 2)
2 ,

并对上式就 ( X
,

t ) 积分
,

则知条件 ( 3
.

12 )
:

应用在 x , 二 ( X
, t ) , x * 、 ( X

, t ) + 口。、 t下 ( 3
.

5 ) 的不变性
,

a尸

ax ‘二 ( X
, t)

日召 日j
。

au 。

a x 。二 ( Z
, T )

/ a￡ \
t P o一下二二一 )
\ O “ a /

满足
.

则得

口j
。苦

a x 。、 (X
,

t ) }
“犷‘Z ,“一 ”

P

‘J.、.L

一刀

f恤、、龟」

十

( 3
.

1 6 )

考虑到 ( 3
.

1 1 )
: ,

并对上式就 ( X
,

t) 积分
,

则知条件 ( 3
.

1 2 )
3

也满足
.

若不考虑微极效应
,

则本构方程就变成为

P o
沙

a尸

日刀( X
, t )

一 p 。

f
。二

a尸

日x 。( X
,

t ) ( 3
.

1 7 )l
、了.......了

女=
x x f

~ 日尸
了 r ‘

~
~ 一二
一

- ~

一 下面厂 ; 不一

d 劣 ‘, K 气八
, 蓄j

( 3
.

17 )
: , 2 , ;

即 [ 7 ] 中的式 ( 4
.

4 ) 一 ( 4
.

6 )
,

而 ( 3
.

1 7 )
,

即 「7 〕中的式 ( 3
.

2 0 )
.

由此可见
,

应用虚功率原理和引进微极原势的定义以后就可以很 自然地导出非局部微极

弹性介质的本构方程
.
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