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摘 要

本文导出了具有软夹心的夹层圆板的非线性轴对称弯曲理论的基本方程和边界条件
,

并 给 出
了表板很薄情况下的这些方程和边界条件的简化形式

.

作为算例
,

研究了在均布横向载荷作 用 下

具有滑动固定边界条件的夹层圆板
,

使用修正迭代法
,

得到了相当精确的解析解
.

符 号

f ,

6
, Z 圆柱坐标系

a 夹层圆板的半径

t
,

h 表板和夹心厚度

五。 上
、

下表板中面间的距离

E
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表板材料的弹性模量和泊松比

G
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表板的抗弯刚度

D
,

C 夹层圆板的抗弯和抗剪刚度

q 均布横向载荷
u ‘, 。 ‘,

。 ‘( 。。‘. : . , ) 上表板
、

夹心和 下 表板 的 径

向
、

环向和法向位移
u ,

。 夹层圆板中面上点的径向位 移

和挠度

劝 上
、
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下
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下口
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下
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上表板
、

夹心和下表板点的 伸

长和剪切应变分量

a r 、 ,

a 夕 . ,

a
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上表板
、

夹心和下表板点的 正
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a ro
,
。。。 夹层圆板中面内的径向和环 向

应力

U 角
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上表板
、

夹心和下表板的应 变

台巨

V 外力功

U 夹层圆板的总势能

M
, ,

Q
r

夹层圆板的径 向弯矩和横向力

m
,

表板的径向弯矩

尹 应力函数

p 无量纲径向坐标

k 夹层圆板的无量纲特征参数

W
,

W
。

夹层圆板中面上点的无量纲 挠

度及其中心值

S
, ,

S
r

(0) 夹层圆板中面内的无量纲径 向

应力及其中心值

S 。
,

S 。(0)
,

S , (l ) 夹层圆板中面内的无量纲环 向
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夹层板是航空
、

宇航和船舶制造等工业部门中的重要结构元件
.

它由三层
,

即一块厚夹

心和两块薄圆板所构成
.

因为这种板具有高的刚度和轻的重量的特性
,

所以在工业中应用十

分广泛
.

因此
,

夹层圆板已经成为一些研究者的对象
〔‘一 落’

.

但是对于其非线性弯曲 方面的问

题
,

则由于非线性数学的困难而仅有少数人探讨过
.

作者
’“’
使用修正迭代法

〔“一川曾对边缘力

矩作用下的夹层圆板的非线性弯曲进行过研究
,

获得了相当精确的三次近似解析解
.

中国科

学院北京力学研究所固体力学研究室板壳组
‘川使用摄动法对均布横向载荷作用下 的 夹 层圆

板的非线性弯曲求解
,

得到了简支和固定边界条件下的二次近似解
.

本文所研究的夹层板
,

是上
、

下表板厚度相等
、

材料各向同性
,

夹心材料横观各向同性

的薄园板
.

我们使用变分法导出了这种夹层圆板的非线性轴对称弯曲理论的平衡方程和边界

条件
.

当表板很薄时
,

还导出了简化方程
.

最后
,

使用修正迭代法对承受均布横向载荷作用

的具有滑动固定边界条件的夹层圆板进行了研究
,

获得了相当精确的三次近似解析解
.

所得

结果可供工程设计时参考应用
.

一 其 太 卞 怨
-

、 〔二〕 二 尹 . , /
.

J 卜一 . .

在推导基本方程和边界条件时
,

引进下列假设
:

1
.

材料服从于虎克定律
.

2
.

夹心横向不可压缩
.

3
.

夹心沿板面方向不能承受载荷
.

4
.

表板为直法线假设
,

夹心中面法线在变形后保持直

线
.

现在
、

考虑在均布横向载荷作用下半径为
a 的夹层圆板

,

其

坐标
、

尺寸如图 1 所示
.

在轴对称和上述假设下
,

夹层圆板

中任意一点的位移为
:

图 l 夹层圆板的坐标和尺寸
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将式 (2
.
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、

(2
.
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.
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:
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ar气其中

由弹性体应变能的公式
:
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留 1

,

2
,

3

得到 丧板和夹心的应变能公式
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,
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川一hG
一一C其中

均布横向载荷

D r E 才
3
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)
’

17 7

(2
.

18 )

q 的外力功为

厂一

\l
q 叨r d r “”

(2
.

19 )

这样
,

夹层圆板的总势能为
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根据势能原理
,

以 “、

。
、

沪作 自变量
,

对总势能变分为零
,

有

6U = O

将式 (2
.

2 0) 代入
,

经部分积分后
,

可得夹层圆板在均布横向载荷 q

平衡方程和边界条件
:

(2 2 1 )
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关于应变协调方程
,

可由方程 (2 1 4) 消去位移
“
求得

( 2
.

24 )面一dr
E一2

一

。
r 。

一

华
《; 。 、。

方程 ( 2
.

2 2 ) 和 (2
.

24) 就是夹层圆板大挠度理论的基本方程
,
而边界条件 (如简支

、
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完全固定
、

滑动固定和悬空等) 由式 (2
.

2 3) 决定
.

引入应力函数叭

(2
,

2 5)切一2
2�犷d一d

一�仰口
沪一rd一d1土犷

一一0口

则方程 ( 2
.

2 2
, a ) 自动满足

,

而方程 ( 2
.

2 2
,

b
、 e ) 币「, ( 2

.

2 4 ) 成为

_ 一 d
艺乙夕了 一 、

~

r
a r

d 1

d r r

d

d r

d 切
r 飞斤

-

d切 d 叨

d r d 犷

。 d 「
_

了
.

; .

d 。 \1
_ _

_
n

一 勺一丁二一 ! , 屯岁 了
-

丁二一 声伪一 甘 ,

一
U

U r L \ 以 不 / 」

.

2 6
, Q

1 d

d 1

d r r

将方程

(rgh 卜 c
(, +

佘
一

)
一 。

架
一

+
一

异(争 )
“
一 。

26
,

a) 乘以 d r ,

积分一次
,

·
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ZD z d 1 d d w
一

才
一
弄

-

了 石下
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将此式代入方程 (2
.

26
,

b)
,

得

Z D D f d
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.

1
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丁二

一 十 石 q r = V
U l 乙

( 2
.

2 8 )

于是
,

基本方程组

由方程 ( 2
.

28 )
、

增强 (即 C o co ) 时
,

( 2
.

2 2 ) 和 ( 2
.

2 4 ) 被简化为 ( 2
.

2 8 ) 和 ( 2
.

2 6
, e ) 两个方程

.

(2
.

2 6 , c ) 和边界条件 (2
.

2 3) 不难看出
,

当夹心剪切模量 G
:

无 限

它们将转化为单层圆板 (厚度为 h 十 Z t) 的基本方程和边界条件
.

三
、

方 程 的 简 化

若表板很薄
,

即 t《h
,

那么上述方程可被简化
.

此时式 (2
.

D 一 ( 2
.

3 ) 成为
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1
,

u ,
= “十百

n , 梦
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,
,

一
夹心
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, , , ,
= 0 ,

这时
,

板总厚度可用两表板中面间的距离 h
。

几何方程和虎克定律仍为式 ( 2
.

4)
、

切 s
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.

2 )
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= 田
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,
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,
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.

3 )
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·
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,

经过类似的运算
,
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得农板相夹心的应变和应力公式
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最后
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引入环向应力 a , 。 的无量纲量 :
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刘 人 怀

再应用式 (4
.

26 )
,

可由方程 (2
.

1 2
,

a) 得二次近似无量纲环向应力公式
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由式 (4
.

26 ) 和 (4
.

34 )
,

我们还可写出夹层圆板中心和边缘的应力公式
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应用公式 (4
.

2 3 )
,

(4
.

3 1) 和 (4
.

3 5 )
,

我们得到了下面一些有用的结果
.

图 3 内示出了

几个不 同 左值下的载荷 尸 与中心挠度 附
。

的关系曲线
.

较精确的三次近似结果用实线表示
,

二次近似结果用虚线表示
.

显而易见
,

随着中心挠度的增大
,

板的刚度也增大
,

并且
,

对于

相同的 尸 值
,

具有较大 k 值的板将产生较大的中心挠度
.

由图看出
,

二次和三次近似曲线异

一
三次近似解

一一一 二次近似解

犷

常接近
,

这说明解的精确度很高
.

为了便于应

用
,

我们用图 4 表示本文二次与三次近似解的

相对误差 由此图可知
,

随着特征参数 寿的增

大
,

它们的相对误差在增加 一般说来
,

由于

�

�了

轰= 0
.

1
尸

0
.

0 5

/

0
.

0 1

儿功a。420

夕
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图 3 各种 k 值下的载荷与中心挠度关系曲线 图 4 二次与三次近似解的侧对误差

二次近似解非常简单
,

对于工程设计说来
,

采用它是比较方便 的
.

在图 5
、

6 内
,

给出了各种 寿值下的夹层圆板中心和边缘的径向和环向应力曲线
.

由图

看出
,

中心的径向和 环向应力始终是正值
,

边缘的环向应力始终是负值
,

亦即夹层圆板的边

缘区域是承受压应力的 而且
,

对于相同的中心烧度位
,

具有较少‘左值的夹层回板将有较大



夹层圆板的非线性弯曲
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习 5 各种 k值下的夹层圆板中心的径向和环向应力

的边缘环向应力以及较小的中心径向和环向应力

2 3 4 1犷。

图 6 各种 k 值下的夫层圆板边缘的环向应力

五
、

结 论

1
,

本文给出了具有软夹心的夹层园板在均布横向载荷作用下的非线性轴对称弯曲理论

的基本方程和边界条件
.

2
.

本文给出了这种夹层圆板在表板很薄时的上述方程和边界条件的简化形式
.

3
.

应用简化方程
,

使用修正迭代法求解了滑动固定边界条件下的夹层圆板
「

获得了挠

度的二次和三次近似解和应力的二次近似解 由二次和三次近似数值结果非常一致的事实
,

说明本文所得到的解的精确度是相当高的 对于工程设计说来
,

一般使用二次近 似解就能满

足精确度要求
.
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