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叶开沉 刘人怀
、 �

�甘肃兰州大学�
张传智 徐一帆

� � � � � 年 � �月 收 到�

摘 要

木文对边缘简单支承在边缘均布力矩作用下的弹性圆底扁薄球壳的非线性问题进行了 研 究
�

用我们提出的修正迭代法求出决定上下临界载荷的二次和三次近似方程
。

结果画成曲线以供工 程

应用
�

并将此结果和胡海昌‘且�的结果进行了比较
,

我们还研究了临界点
,

即上下临界载荷 相 重点

附近的情况
,

并指出二次近似的适用范围
。

文末还附带得出本问题的特殊情况
�

相同边缘 支 承和

载荷下的圆平板大挠度问题的刚度没计公式及
。 一 �

�

�的相应曲线
,

并与黄择言川用摄动法得到的

结果进行了比较
。

言

����年
� � � � 践� � 巨� 和钱学森 「”’首先在薄壳屈曲问题中提出薄壳的屈曲现象是 一 个 非

线性现象
。

由于薄壳非线性屈曲问题的基本方程是非线性方程
,

在数学上存在的困难很大
,

如何求解这些方程便成为这问题的关键问题
。

好多年来
,

人们企图从各种直接的近似解将方

程简化为线性方程组的办法着手
,

但这些方法的精确度还不够理想
,

看来求出这些非线性方

程的精确解的工作是不可避免的
。

近�� 年来
,

大家均从事于较简单的问题
�

—圆底扁球壳的

轴对称失稳的研究
,

所有的精确解法大概有二种
,

一种是 �
�

�
� � ‘礴,首先提出而后来为 �

�

� 几 � �� � � � 〔
。’,

�
�

�
�

� � �� � 〔
‘’和� � 。�� �� � � � � �

〔� ’
应用在圆底扁球壳非线性稳定问题中

的幂级数法
,

一种是钱伟长
「� ’

首先提出而后来为�
�

� � � �� � 和冯元侦
‘“’以及 �

�

�
�

� � 。
�

。� 二 � � � 和 �
�

�
�

� � ��� � � � 。 ‘’。’应用在上述问题的摄动法
。

幂级数法虽可在电子计 算 机

上进行计算
,

但工作量仍然是相当大的
。

而且仅能用在均布载荷
。

摄动法在扁壳非线性稳定

问题中摄动次数不能太多
,

否则工作量便会大得无法进行下去
,

在几何参量 � 值较大时
,

解

的精确度常常不能满足要求
。

因此从理论的角度来看
,

薄壳的 非线性稳定的研究迫切需要一

个适用范围较广
,

计算程序简单而精确度较高的解法
。

另一方面
,

随着近代工程技术的发展
,

薄壳稳定性在航空工程
、

航海工程
、

自动控制
、

精密仪器工程
、

航天工程等均有广泛的应用
,

这些方面也均要求理论能提供可 供设计应用的

可靠的公式和图表
。

� �



叶开洗 刘人怀 张传智 徐一帆

在上述两个前提下
,

我们结合了钱伟长以中心浇度为摄动参量和迭代法的优点提出了修

正迭代法
,

这个方法适用范围较广
,

迭代程序明确
、

简单
、

精确度高
。

为了说明这点我们对

圆底扁球壳的非线性对称失稳进行了一系列的研究
,

现 已完成的除本文外尚有〔��
,

��
,

� �」
。

本文研究了边缘简单支承在边缘均布力矩作用下的弹性圆底扁薄球壳的非线 性 稳 定 问

题
,

这个问题胡海昌川曾研究过
,

他是以两个精确解为基础
,

然后分析这些解的性质
,

假定

外 加力矩与边缘倾角的关系式
,

用精确解结果来决定关系式的系数
。

我们求出 了决定上下临

界载荷的二次和三次近似方程
,

结果画成曲线以供工程应用
,

并将所得结果和〔� 〕的结果进

行了比较
。

我们还研究了临界点即上下临界载荷相重点附近的情况
,

并指出二次近似的适用

范围
,

文末还附带得出本文的特殊情况
,

在相同边缘支承和载荷下的圆平板大挠度问题的刚

度 和应力设计公式及
� � �

�

�时的相应曲线
,

并与黄择言
’“’用摄动法得到的结果进行了比较

。

二
、

基 本 方
一

程 和 边 界 条 件

考虑一 厚度 为 �
,

跨度为��
,

拱起为 �的

圆底扁薄球壳在边缘均

布力矩作用下的非线性

稳定问题
,

见图 �
。

由文 献 ��
,

��〕
,

引入下列的 无 量 纲 量

后
,

图 �

� 二二
�
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�
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斗
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,

“巡�威犷吧
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��一

我们即得如下的基本方程和边界条件
�

、�户
�白
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�百、

、

�
,
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尸
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�
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,
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� 为杨氏弹性摸量
, �
为泊松比

, 产一 � 十 , ,

。为挠度
,

�
,

为单位长度径向薄膜内力
, ,

为矢

径
。

三
、

用 修 正 迭 代 法 求 解

现在我们用修正迭代法求解在边界条件 ��
�

� �
、

��
�

�� 下的方程 ��
�

� �
。

我们令方程 ��
�

�� � 中的� � 。
,

则一次近似的边值问题为
�

� �� �
,
�� �

�
,

� �
�

当 � 一 � 时
,

�
、

�
一

丢
一

�
,

岑少
一

十��
、
� 川 一 左产

司 尸 ‘ ” � ’ ‘ ’ �
‘ “ ’

� �
’ 一 ’ 几

��
�

� �

��
�

� �
,

� �

当 � 一 � 时
,

�
,
一 �

解此问题
,

即得

��
�

��

“
�
一

�号
一 “

�
�

犷
�

一合�号
一 “

�� ! 金

��
�

��

��
�

��

令 �
。

为壳体中心析合挠度
,

则当� � �时
,
� � � �

。 ,

以此关系式代入 ��
�

� �
,

即得

�� � �拜�
�

以此关系式代入� �
�

�� 和 ��
�

� �
,

即得

口
�
� ���

。 一 � �� ��
�

��

�
� �
� � � � � 一 尸

一
少个

一

不 尺尸
�

‘

��
�

��

第二次近似的边值问题为
�

� �”�
�

’一

音�
““。一

髻�
��

�

� �
,

� �

� �� �
�
��
�

�
�
�

� �
当� � � 时

, �
� ,

�
一二尸 �

艺

� �
, �

。
� � �

。

万声十
, 人’ 拼一仰

·
。 “� “ ��

�

� �
,

�
, � �

当� � �时
,

�
�
� �

,
�
�

有限 ��
�

���
,

� �

将 ��
�

�� 代入 ��
�

� � �的右端
,

应用边界条件��
�

�� �
,

��
�

����
,

我们得到如下的解
�

。 �
� , , , � � 、 , � , � 、

0
2

=
一厂 x . 又月 一 x 。 少气尸

-
一 尸少

任

( 3
.
1 1 )

将 招
、

6) 和 (3
.
11) 代入方程 (3

.
sb) 的右端

,

然后用边界条 件 (3
.
ga

,

b )

,

( 3

.

10 叼
,

我
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‘
,
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L 拜
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犷
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瓷
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.
14)

将Y
Z
代入下面的关系式

犷
:
{
。 一 。

= Y
,

经整理后
,

即得中心挠度 V
,

与外加折合力矩m 的关系式
:

(3
.
15 )

。一

(

2 , 十里带豁的
‘一烤瑟

竺“y
, 2十

货
” 犷护

(3
.
16 )

对于第三次近似
,

我们有下列的边值问题
:

(3
.
17a ,

b )

、....、产.....,、、.产/乙(。:
,
,一孟

一

沙
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,
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3 1 8
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,
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.
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.
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,

我们即得
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.
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b )

,

然后代入方 程 (3
.
17 a ) 的右端

,
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.
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,
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ag~ 一 1
.
2 5 3 8

·

1 0

一 ”儿4 + 7
.
7 7 78

·

1 0

一 ’
k
Z
+ 6 4

(
3

.

3 1 )

方程 (3
.
16 )和 (3

.
28 夕分别为二次近似和三次近似决定外加载荷阴 和中心折合挠度 F

。

的

曲线
。

图 2 给出了 , 一1/ 3 时三次近似的外加折合力矩。对中心折合挠度 y
二

的关系曲线
.
它的

特性尤其是这些曲线与稳定性的关系的讨论可参阅仁IJ
。

工程
.
上感兴趣的是稳定性曲线

,

亦即规定上下临界载荷 m
:,

m
。和几何参量 吞 的关系曲

线
。

在文献〔1 」中称m
:
为跳进力矩

,

。 。

为跳回力矩
。

稳定性曲线的方程可由下列极值条 件

决定

d用
一丁于牙一

~
U

口 Y , (
3

.

3 2
)

8 O

岁岁岁岁岁尸尸
.

一
、、叹叹叹叹叹叹叹

///////// /////
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,

///

男男男乙乙
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‘

\

月月

///
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Y 二

图 2 外加折合力矩m 对中心折合挠度y
。

曲线

给定 凡后 由此方程即可决定对应 。
;,

m
。 的 Y 沈值

,

将此 Y 票代入 (3
.
16 )或(3

.
28)

,

即可得

出阴s’ 明 ““

在二次近似时
,

方程 (3
.
32 )可写成

」旦丝- 、
17十 5 ,

/
( 3 3 3 )

+
护一6y “

“一 “y “十

(

解之
,

得

Y 乏二
k
.
1 /去「~二 ~ ‘

十
一二

~
飞 l 下万 一

Z 一 艺
,

3

7 6 8 产

1 7 + s v ( 3
.
3 4 )

将此值代入 (3
.
16 )

,

即得出 。
,

和 。 ,

对于三次近似
,

方程(3
.
32) 可写成

:

艺 (10一 i )
a ;Y 柔‘

。一 ‘, 二 0
(3
.
35 )
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给定 k 后将此方程求得的Y 态代入 (3
.
28 )

,

即可求得 川
:
和 1n 。值

。

在 , 一 1/ 3 时
,

方程 (3
.
35 )可写成

4
.
2 087

·

1 0

一 7
Y 六
8一 1

.
6 8 3 5

·

1 0

一 ”
k y 焦

?+ (2
.
70 06k“一 4 1 8

.
3 5 )

·

1 0

一 6

y 沈
6一 (2

.
2 0 9 6 k 3

一 1 2 5 5
.
0 5 k )

·

1 0

一“
Y 蕊
6+ (D

.
96 450k 今一 1 4 1 9

.
4 k
2+ 6 8 2 8

.
7 )

·

I D

一“
Y 众
4一 ( D

.
2 1 0 4 4k

6

一 了4 7
.
0 5 k

3 + 1 3 6
.
5 7 k )

·

1 0

一 “
Y 戴
3+ (0

.
01了5 3 6 k 8一 1 7 9

.
2 9 k

4 + 8 2 6 9
.
7 k
2

一 4 6 6 6 6 7
·

1 0

“

)

·

1 0

一 “
Y 盖

“
+

(
0

.

1 4 9 4 I k
。一 1 4 4

.
1 0 k

3+ 4 6 6 6 6 7
·

1 0 左) 1 0
一 6

Y 盖

+ (1
,

2 5 3 8

·

1 0

一 ‘
k
4一 7

.
7 7 7 8

·

1 0

一 ‘
左
艺一 6 4 ) = 0 ( 3

.
3 6 )

给以不 同的k值用(3
.
34 )求得的y 戈作为初始值

,

然后用牛顿法
,

即可求得方程(3
.
36) 的解

,

再代入(3
.
2 8)

,

即可求出三次近似的。
:
和。 。,

表 1 列出了
v一 1邝 时对于不同的h值的 二 次

近似和三次近似的。
:
和 。 。

值
。

为了区别这两种不同的近似
,

我们右下标
:和b后各加

“
2

”

和
“

3
” 。

表中并列出 。
s: ,

。。: 和三次近似值 m s3
, 。b3 的绝对误差和相对误差

。

图 3 表示

稳定性曲线
,

图中列出了二次近似
,

三次近似和胡海昌川的结果以资比较
,

图中上下临界载

荷相重的点我们称为临界点
,

令此点的坐标为(k
。 , 二 。

)

,

其相应的中心挠度 为 Y 盆
,

k > 气
,

壳体才能发生跳跃现象
,

在二次近似时
,

k

。

可由下式求取

表1 当v = 1/3 时对于不同k值的衍
s
和执 b值

mmm 占占

kkk l 333 l 444 l 555 1 666 l 777 l 888

优优优
5222 1 7

.
3 6 222 1 9

.
2 1 666 2 1

.
4 6 555 2 4

.
0 666 2 6

.
。。。

……
30.278 111

11111111111111111117.429999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999阴阴阴
5333

—
一一一一

2
1

.

6 9 6
}}}

,
2 4

·

3 4 666
2

7

.

3 1
444

111111111 9

.

3 7
777777777

绝绝绝对误差差 0
.
06777 0

.
16111 0

.
23111 0

.
28666 0

.
31999 0

.
3 1555

相相相对误差 (多))) 0
.
3888 0

.
8333 1.0666 1

.
1777 1

.
1777 1

.
8555

优优 bbb 拼 bZZZ 17
.
3 0444 1 8

.
11777 18

.
53 555 1 8

.
60777 18

.
3 3888 17

.
72 333

拼拼拼b333 1 7
.
2 3 888 1 7

.
9 5 666 1 9

.
3 0 444 1 8

.
3 2 000 1 8

.
0 1 999 1 7

.
4 0 777

绝绝绝对误差差 0
.
06666 0

.
16111 0

.
23111 0

.
28777 0

.
13999 0

.
31666

相相相对误差 (拓))) 0
.
3888 0

.
999 1

.
2666 1

.
5777 1

.
7777 1

.
8222

lllll

kkkkkkk 2OOO 2222 2444 26
’’

2
88888

沉沉
占占

从
5222

3了
.
93 111 连7

.
1 3666 58

.
02444 70

.
7 3444 8 5

.
40888 一一

仍仍仍
‘333

3 8

.

0 4 999 4 6 6 0 888 5 6

.

0 8 999 6 6

.

2 4 999 7 6

.

8 3 111

{{{

绝绝绝对误差差 0
.
11888 0

.
52888 1

.
93555 4

.
48555 8

.
5777777

相相相对误差 (多))) 0
.
3111 1.1333 3

.
4555 6

.
7777 11

.
166666

阴阴 bbb 从bZZZ 1 5
.
4 0 222 1 1

.
5 3 000 5

.
9 7 6 222 一 1

.
40 444 一 10

.
74 122222

扭扭扭b333 1 5
.
2 8 333 1 2

.
0 5 777 7

.
9 0 8 555 3

.
0 7 333 一 2

.
IB9 22222

绝绝绝对误差差 0
.
11999 0

.
52777 1

.
932333 4

.
473444 8

.
57200000

相相相对误差差 0
.
7888 4

.
3777 24

.
4333 145

.
5777 395

.
17
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万丽而
左言~ 丫万不函 (3

.
37)

在
2, 一 l/ 3时

,

我们求得的临界点的坐标Y 之
。

为
:
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了0
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戈
50朔韵20
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|工勺刊叫
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、 10

///////////////////
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三次近似结果果果果
,
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创创

////////////

夕
’’’

····························

尹尹22222

夕夕夕夕夕夕夕
///////

//////////
’’尸尸尸

姚、、、

尹尹尹尹
》沪沪沪沪沪沪沪

JJJ声声尸二
一一
.口. 目臼里里

、、
、、

, 哭哭卜、、、、
、、、、、、、、、、、、、、、、、、、

日日. . . . . . ... . . .‘ ... 龟龟龟龟龟龟龟

、、、、、
.............

\\\\\\\\\
、、、 、凡 , ,,

卜卜
、、、

、、、、、、、
、、、、

\\\\\\\\\\\\\\\\\ 、、、

、、、、、、、、、、

12 工主 1 6 1 8 2 0 2 2 2 4 2 6 乏8

吞二

图 3

Zf /斤

稳定性曲线

庵
。
= 2 2

.

8 2 8

,

脚 。
= 2 7

.

1 0 5
,

V 篮
。
= 6

.

4 1 4 2

(
3

.

3 8 )

在三次近似时
,

k
。

和犷蓄
。

可由下列二个方程联立求出

业坐李照
旦王一。一里兰烈华翼立

一。

a 1 . Q l 用 -
( 3 3 9 )

在 , 一 1/ 3 时
,

将 左~ 气
,

Y 篮一 Y 粼代入 (3
.
3 6) 即得 (3

.
39) 的第一个方程

,
( 3

.

3
9)

的第二个方程在此情况为

3
.
367

·

1 0

一 “
Y 忿乙一 1

.
1 7 8 4

·

1
0

一 ”
k
。
y 萦息+ ( l

.
162 04k含一 2 5 1

.
0 1 )

·
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一“
y 篮
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.
1 0 4 8 k合一 6 2 7

.
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。

)

·
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.
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.
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.
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·

1
0

一心
y 盆急

一 ( 0
.
0 0 6 3 1 3 1 冷言一 2 2

.
4 1 2 寿急+ 409

.
了Z k 。)

·

1 0

一 4

Y 蓄

+ (3
.
5073

·
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一 ‘
庵昙一 0

.
3 5 8 5 8 k言+ 16

.
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.
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。
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+ (0
.
149 91 k言一 1 4

.
4 1 k言+ 46 667k

。

)

·

1 0

一 峨
一 0

(3 40 )

在;~ 1/ 3时
,

方程 (3
.
39) 解得的结果为

k 。一 12
.
6 2 6

,

m
。
二 1 6

.
8 3 4

,

Y 篮
。
一6

.
3 1 2 9 ( 3

.
4 1 )

四
、

在均布边缘力矩作用 下弹性圆薄板大挠度问题

如果我们令 k 一O
,

我们便可以得到边缘简单支承在均布边缘力矩作用下的圆板大挠度问

题的解
,

这个问题黄择言川曾研究过
。

黄择言所用的无量纲量和我们所有的无量纲量有下列关系 (右端是黄择言的无量纲量
,

若和我们的符号相同
,

便在上面加
“ 一

”

号
,

以资识别 )

p 一斌万
,

Y ~ 2 砰
,

1 2
a 2

川 ~ 4 M

( 1 一 , 2

E h
“

}

( 4

.

1 )

S 一 4P S
,

T ~
p

N

,
~ 4 p T

其中 !V
,

为单位长度切向薄膜 内力
。

当k 一 。
,

由 (3
.
16) 即可得到外加折合力矩与中心挠度的二次近似式

_ , ,
,

1 7 + s

v

、 , 。

脚 ~ 却
了 。 十 - 吸万一

了 石 ( 4
.
2 )

文献「2 」得到的这个关系式为

M 一娜砰
fn 十

1 7 十 s v

1 4 4
附、 ( 4

,

3
)

若依 (4
.
1) 的关系

,

变成我们所 用的符号
,

(4

.

2) 和 (4 3) 完全相同
。

若将 (3
.
28 ) 中的 k一 O ,

并将 (3
.
29) 中的 a

‘

(k
~ 0) 代入该式

,

即得外加折合力矩与

中心挠度的三次近似式
.

川一

粼
32y, 十 一

工

瓷
一

犷票一 , 3犷“+ ‘几
Z
y 几一“

ly “
( 4
.
4)

显然前面二项是二次近似的结果
,

后面的三项是修正项
。

在
v一 0

.
3时

,

我们有

川 ~ 一 0
.
1 8 9 7 9

·

1 0

一 s
y 氛+ 0

.
2466 4

·

1 0

一 6
y 乙一 0

.
5 4 3 9 8

·

1 0

一 召
V 氛

+ 0
.
0 64236 Y 轰+ 2

.
6000Y ( 4 5 )

图 4 表示
,

~ 0
.
3 时

,

中心折合挠度 y
二

对外加折合力矩 m 的曲线
。

现在我们再来求应力设计公 式
。

将 (3
.
20) 及 (3

.
2 1) 中的 k 一 O

,

并 将 (3
,

21
) 代 入

‘3
.
2 0 )

,

我们即得

“
:
一

橇
一

【
1

一 乙 J 石t 尸
-
一 尸夕十

一

石了了

1 任4

一Y 澳(P
7一 6 P “

+ 7 P
, 一 Z P )

V
,

8 2 9 4 4 0

一

(
, 2。‘’一 ‘0 8 0 9+ 3 ‘00

7一 ‘Z O p 6 + : 4 5 o a一 6 9。 )」 (4.6)

又由下式可得
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图 4 中心折合挠度Y
。

对外加折合力矩。的曲线 (
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.
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, 1 「 _ , 二 。 , 。 _ 。 _ 、 .

1

, , ‘ , , _ ,

J 3

~

~ 只
~
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-
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’

一 O U尸
一

十 乙A 尸
-
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己 L l 住任
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一

(
1 3 2 P

‘’一 9 7 2 P
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5 + 7 3 5 P 8一 6 9 P )〕

(‘·

‘,

令 (3 21)
、

( 3

.

2 3 )

、

( 3

.

2 4 )

、

( 3 2 5 ) 中的k = 0
,

然后将 (3
.
21) ,

(
3

.

2 3
)

,

(
3

.

2 5
) 中的

A ,

C

: ,

刀
:,
刀
:,
刀
s
代入 (3

.
24 )

,

我们即得

y 。一 乙 氨Y 孟 (4
.
8 )

‘一 1
,

3 ,
。 。

-

其中

雪
1
一1 一 p “

:

3
一

击
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老
。

-

一里一‘ 。

2 了6 4 吕0 0

4 4 十 10 4 , 1 4 0 + 1 6 0 ,

召 拌

P Z+ 8 2 5 P 4一 6 5 0P
6+ 2 2 5 P 8 + 2 4 P ‘“

)

考
.
= 一一
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一
里

_

了
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7 8 D 3 3 7 1 5 2 D 0 \
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一

—
十
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) 〔4
.
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设 口
, , ,
。 , ‘

为径向和切向拉伸应力
, 口

, “ ,
a

, “为径向和切向弯曲应力
,
口
r,

a
,

为离开中面

距离为
二的径向和切向应力

,

N

, ,

N

,

为径向和切向单位长度薄膜力
,

我们有下列关系式

N
E h
3

12a 2(1一 , 2
)

N
,

E h
3

1 2
a 2

(
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)

备
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/ d
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_ E h / 1 d y
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=
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‘
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其中M
, ,

M

,

为径向
、

切向弯矩
,

引入新无量纲量
:

。
, , _ 、

12 扩(1一沪) _
,

犷、。 。、二 * 书
汤

,
叹尸j ~

一
~
万1 万

一
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刃
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P
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1 2
a 2

( 1 一v Z )

E h
Z

a , ‘
= 折合切向拉伸应力

刃
r
l’( P )

刃
, l,

(
P

)

一

业爵业
ar
一折合径向弯曲应力

一

业监立
。 ,

一折合切向弯曲应力

刃
,

(
P

) 一刃
r’

(
p

)
+ 万

r扩
(
p
) 一折合径向应力

刃
,

(
p

) 一刃
, ’

( P)
十 万

, “

( P)
一折合切向应力 (4

.
11)

则(4
.
10) 可写成
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刃
, ‘

(
P

) 一
夕

P

T一p
刃 ;

己Y 板的凸面取 一 号
板的凹面取 + 号

、

1

2

�刃

(P )-

(P )
_ 6

,

/

r y

.

一 +
‘

/ 亏蓄 了万万矛万、 J 。『十
v l ‘ 、l 一

护 夕 \ “ 尸
P d P

二 , 。。卜 :、二乙牡可(杯若
十 ·

豁)黯鸽歇平尊
(‘一‘2 ,

于是
,

我们得到如下的结果

在边缘
,

即 p ~ 1 处
,

万 荟( 1 ) ~ S ( 1 )~ 0

匀川
一 r

川一合
犷“一、磊

y众- 5 3

3317 76 0
Y 反

万了(1 )~ 干斌
3

3(1一 v
Z
)

( 一 Z o y
, 一

袋护
y:
以鑫豁

犷; )

刃丁(1) -
_ 3 , _ 、 ,

5 + 1 7
v

、 , 。 .

1 7 + 1 3
v

、, 二

+ 护下获不不可
‘一 “娜 厂 、

一
28-9 一 万 益十 万叭2丁

r 爪

.
1 0 0 1 ( l 一 ,

)
二 , , .

十 二二二 二二 二二二蕊 二
~
Y 二 十

匕勺U 艺匕U U 6 U

9 1 ( 1 一
护
)

1 1 2 3 6 8 5 4 9 8 8 8 0

Y 某)

刃
,

(
1

) = 刃 二(1 )+ 刃笠(1 )

刃
,

(
1

)
~ 刃 {(1 )斗 刃了(1) (4

.
13)

在中心
,
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我们得出下列应力设计公式
:
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图5表示当
v一0

.
3时

,

中心挠度对折合应力的公式
。
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五
、

讨 论

由图 2 可看出
,

我们和胡海昌「1 〕的结果存在着较大的差别
,

由于本问题没有实验资料

可资检验
,

但对于我们的结果
,

可指出下面两点
:

( 1 ) 在k 一 。的特殊情况
,

我们得到二次近似结果和 黄择言
‘艺’用摄动法得到的相符

;

( 2 ) 胡海昌在文献「1 」中求得的精确特解公式(2 6)
、

(
2 7 ) 和我们得到的解相符

。

由上面两点分析可知
,

我们的结果要比文献仁1 」的结果合理
。

如图 6 所示
,

由表 1 可给出相对误差与k的关系曲线
,

由图可看出
,

当k0 ( k ( 22 时
,

相

对误差不超过 5 万
。

当22 < k簇2了时
,

上临界载荷。
:
的相对误差不超过 功多

,

而
一

「临界载荷

/// 丫丫
止止票共李二了

,

一一

根对误差(另V

盖二 人尹

叮苍不二争了Zf/ h

图 6 相对误差与左的关系曲线

就相差很大了
。

图 3 中的临界点
,

一般均错误地 (例如 f15〕) 认为是尖点
,

而实质上这一点 并 不 是 尖

点
,

因为它不满足尖点条件
,

我们把临界点附近的y
。

对k和m
:,

。 。

对 寿的 曲线画在图 7 和图

8 中
。

由图 7 可看出
,

临界点附近的 y
, 一

k 曲线是连继光滑曲线
。

同时由图 8 可看出
,

临界

点附近好象不光滑
,

但实际上是光滑的
。
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