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摘 要

为了克服计算机代数应用中出现的
“

中间表达式爆炸
”

的困难
,

本文提出一种半逆序 算 法
,

将中间表达式在运算过程中以符号形式冻结起来
,

到求解的最后阶段予以解冻
,

从 而 避免了因存

贮空间不足而导致的溢出
.

文中简述了该算法在非线性振动
、

冷却塔动力优化和非线性 水 波问题

中的应用
,

证实了算法的有效性
.

关健词 计算机代数 符号运算 中间表达式爆炸 摄动法 非线性分析

一
、

引 言

计算机代数 (即符号运算) 在科学计算和工程分析中得到越来越广泛的应用 (参看文献

口、 3〕中的评述 )
.

正如A
.

1
.

B el t z e r 〔“’
所指出的

,

这是计算机应用的一个重大突破
.

计

算机代数与摄动法相结合
,

是解决实际问题的有力工具
,

符号运算克服了手工摄动高阶计算

的困难
‘“

一

’」,

使摄动级数解的计算机延伸成为可能
.

然而
,

M
.

V a n D y k e 教授指 出
‘” ,

在实际应用过程 中经常出现
“

中间表达式爆炸
” ,

影响了摄动一计算机代数方法的适用性
.

为

了解决这一问题
,

我们设计了一种带半逆序算法
,

其基本思想是
:
求N 阶摄动解时

,

将前N

一 1项解赋以符号
,

冻结存贮起来
,

到最后阶段再逐一解冻
.

实际上这样做改变了原有 顺 序

求摄动解的步骤
,

先求出N 阶形 式解
,

再逆推回去
,

所以我们称之为
“

半逆序算法
” .

下节我们将进一步叙述半逆序算法的步骤概要
,

接着用以分析三个实际问题
:
非线性振

动的 D u ff in g 方程 , 双曲冷却塔的动力优化 , 分层流体中的界面孤立波
.

实践证明
,

用我

们的算法可有效地节省存贮空 间
,

避免了溢出
,

可在小型机甚至微机上实现复
i

杂问题的计算

机代数解
.

二
、

半逆序算法概述

我们先来分析
“

中间表达式爆炸
”

的原因
.

计算机代数符号运算与寻常的数 值 计 算不

同
,

数值计算中参数单元可作多用途安排
,

整个计算不必开出很多单元多占用存贮空间
,

而

朴
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符号运算过程中所有的变量参数都需有自己的单元而无法共用
,

且不能控制中间结果以固定

格式存贮
,
须多占相 当大的空间协 随着求解阶数的增大

,

这种问题愈益显得突出
.

若不加以

控制
,

中间表达式爆炸而 引起的溢出在所难免
.

鉴于此
,

我们放弃常规的运算顺序
,

将中间

运算步骤进行调整
.

例如
,

求四阶解
u ;
时

,

先求出
。‘一 u、

(
。 1 , 。 2 , u 。

)
,

再求
“ 3

= u 3

(
“ : , “ :

)
,

u : , “:
(枷)

,

最后求
。 : ,

且把中间结果逐一冻结
,

使之不参加下一步的计算
,

而在最后的整理

化简的运算中再予以解冻
,

从而使上述困难得到克服
.

该算法的程序框图见图 1
.

九
递推方程 1 首项解

一

分砂

冻结 加外
、

递推方 程2
第二项 解

冻结
、、

(N 一 1 )阶

摄动解

递推方程(N 一 1) 卜~月 第(N 一 1) 项解
冻结

第N项
.

解
一

解冻

N阶摄动解

结 果输出

必须指出
,

这一算法不仅适用于求摄动解
,

当利用计算机代数软件对一般问题作符号运

算时
,

可将整个问题进行分割
,

将子问题的结果逐一冻结
,

最后再合并
、

解冻
,

我们在解冷

却塔的动力优化问题时就采用这一思路
.

三
、

D u ffi n g方程的计算机代数一摄动解

作为半逆序算法的应用实例
,

我们来考察非线性弹簧约束下无阻尼振动的 D u ffi n g 方

程
’“’

令
+ 。 : · +

一
。, 。< ·《 1 , ·

(。)一
, 一

会
(。)一。

(3
.

1)

若采用正则摄动法求解必定出现长期项
,

为避免这一点
,

利用P L K 方法〔8 ’,

令

: ” 。t , 。 ~ 乙
。, 。 , + O (

。N + ‘

)
, 。= E

。” u ,

(
:
) + O (

。, + ’

) (3
.

2 )

将 (3
.

2 )式代入 (3
.

1)式
,

L〔
u ,

〕= H
。

[“
。 , “, ,

比较式中
己 的同次幂

,

得到递推方程

幼 ” 一 z , 。 o 一 。 一,
’ . ‘

, 。
” (n = 0 , l , 2 ,

⋯ (3
.

3 )
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其中
,

L 一 d
Z

/ d : 忿弓
一

1 ,

H
。
~ 。

。。

(
n

> l) 由消除长期项的条件确定
.

经手工摄动分析
,

有如下结果
:

1
.

各项解的形式为

(3
.

4 )

a Z 一
卜 1

林 . : 二二
一

一一二 下二一一

。右
‘, 乙 bo e o s仁(Z k + 一)

: 〕 (3
.

5 )

2
.

(N 十 l) 阶渐近解的形式为

u “乙 B 。
(
。, 。 , a

)e o 。 [ (2。 + l )
: 〕+ O (

。N 十 ‘

) (3
.

6 )

.

。 (N )的形式为

。

一卜
+

鑫
D 二

(霭
一

)
‘

]
十 O ‘二

千 ‘

,
(3

.

7 )

我们用计算机代数软件系统 R E D U C E 进行编程计算
.

基于上节关于半逆序算法 的思

路
,

程序的主要部分为

七t二t
,

七~ T ,

w ~ 。 ,
E P 二 。 ,

t一w 朴七七

w 二S u m [E P 八 n 关w (N )
,

{o ,

N }]

u = S u m [E P八 n 劳 u (N )
,

{o ,

N }]

F F ~ D 〔u
,

{tt
, 2 }] + w (o )八 2 补u + E P 肠u 八 3

F O~ F F八 E P * o

F I = C o e ffie ie n t 〔F F
,

E P 〕

F Z二C o e ffie ie n 七 [F F
,

E P 八 2 弓

F i~ C o e f fie ie n t 仁F F
,

E P八 i〕

F N 二C o e ffie ie n t [F F
,

E P 八N 〕

S h o r七〔肠
, 2 〕

S o lv e [F N 二 o , u (N )〕

S o lv e 〔F i = o , u (i)]

S o lv e [F o = o , u (o ) J

u 二u (o )十 E P 特u (1) + E P 八 2 赞u (2 ) + ⋯ + E P八 N 赞u (N )

考虑到本 问题的计算涉及大量三角函数积化和差
、

多项式平方和立方
,

我们确定了各种

化简规则
,

编入计算机程序
,

全部符号运算由计算机完成
.

我们计算到 15 阶近似
,

全部程序

约为6 00 行
,

在 IB M
一邻61 上完成计算

,

所用的 C PU 时间为 30 m in
,
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问题 (3
.

1) 有精确解
,

世 强 舞 宏

在。。= 1时其形式为

,

—
. , 、 , , ￡a Z

“’a C n L丫 l + “a “ , “)
, “ 一

= 不不几硒
一 , 。 ‘x . 。‘“

二双 1 + 。a Z

Z K (寿)
(3

.

8 )

其中
, c n (x ,

k) 是模为k的椭圆余弦函数
,

K (k) 是第一类全椭圆积分
.

表 1为近似的频率值与 (3
.

7 )式给定的精确的频率值。
。x a e 、比较

, 。 (15 )
, 。 (10 ) 和 。 (5 )

分别表示 15 阶
、

10 阶与 5阶近似频率值
.

裹 1 颇率的精确值与近似值的比较

口 e l ac t
。(1S ) 。(10 ) 。(5 )

0
.

1

0
.

2

0
.

3

0
。

4

0
.

5

0
.

6

0
.

7

0
.

8

0
.

9

1
.

0

1 1

1
.

2

1 3

1
.

03 6 7 2

1
.

0 7 2 0 0

1
.

1 0 6 0 2

1
,

13 8 9 1

1
.

17 0 7 8

1
.

2 01 7 3

1
.

2 3 1 85

1
.

2 6 1 1 8

1
.

2 898 1

1
.

3 1 77 8

1
.

3 4 51 3

1
.

3 7 19 0

1
.

3 98 14

1
.

0 3 6 7 2

1
.

0 7 2 0 0

1
.

1 0 6 0 2

1
.

13 8 9 1

1
.

1 70 7 8

1
.

2 0 17 3

1
.

2 3 183

1
.

2 6 11 0

1
.

2 893 4

1
.

3 1 5 6 0

1
.

3 3 64 6

1
.

3 4 13 4

1
.

3 0 08 6

1
.

03 6 72

1
.

07 2 0 0

1
.

1 0 6 02

1
.

1 3 89 1

1
.

1 7 07 8

1
.

2 0 1 7 么

1
.

2 3 1 7 7

1
.

2 6 087

1
.

288 72

1
.

3 14 4 7

1
.

33 6 1 3

1
.

3 4 94 7

1
.

34 6 2 5

1
.

03 6夕2

1
.

0 7 2 0 0

1
.

10 6 0 3

1
.

1 389弓

1
.

1 70 94

1
.

2 02 1 7

1 2 3 2 90

1
.

2 63 4 1

1
.

湘 4 1 2

1
、

3韶53

1
.

3弓82 9

1
.

3 93 19

1
.

4 3 1 22

由表 1可见
,

对 15 阶近似来说
,

直至。一 1
.

0 仍给出相当好的结果
,

相对误差小于 0. 2 肠
.

u( l5 )与 (3
.

5) 式中诚N ) 的比较也有类似的结论
.

符号运算得到的表达式相当繁复
,

限于篇

幅
,

这里从略
,

详见文献〔5 〕
.

开始时
,

我们未采用中间冻结的半逆序算法
,

动辄出现存贮空间不足而导致的溢出
,

采

用该算法后
,

避免了这一现象
.

四
、

加肋双曲冷却塔动力优化问题的矩阵代数运算

作为第二个例子
,

我们来进行一个动力优化问题的矩阵运算 (详见文献〔5 」) : 人们常

在电厂用的双曲冷却塔上加肋
,

以提高它的动力特性
,

肋的个数
、

形状
、

位置
、

大小的取法

有一个优化问题
.

采用一般的数值方法 (如有限元法 ) 进行优化时
,

需作大量迭代运算
,

当

肋的位置变动时
,

每次均须重新算出单元刚度矩阵和质量矩阵
,

再拼装成总体刚度阵和质量

阵
,

工作量极大
.

因此
,

我们采用摄动一计算机代数法
,

天大节省了计算量
.

然而
,

对矩阵
.

作符号运算时
,

也遇到了溢出困难
,

所以
,

我们也采用了中间冻结的半逆序算法
.

现以单元 刚度阵的代数运算为例作一说明
.

这一 问题的单元 刚度阵为

K = a A r B T D * B 月 (4
.

1)

其中
,

A 为 16 火 16 系数阵
,

B 为

B 一 (LI T G 十 L劝T X
。

(4
.

2 )

是与节点位置有关的系数
,

L ; ,

肠为4 x 3算子矩阵
,

G 为 3 x 3算子矩阵
,

D *
为 4 X 4 矩阵

,

T 为3 X 3矩阵
,

X
。

为3 x 16 矩阵
,

当单元位置确定后
,

它们都是已知的
.

按第2节的思路
,
我们把矩阵代数运算分解成几个子问题

,
逐一解决

,
并冻结中间结果

,
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节省了存贮空间与运算空间
,

有效地避免了溢

出
.

计算框图如图 2 所示
.

用这一算法我们成

功地解决了冷却塔加肋的动力优化问题
.

将我

们 的方法与仅用寻常的有限元法相比较
,

为得

到同样精度的数值结果
,

前者所需的 C P U 时

间仅为后者的三十分之一

五
、

界面孤立波的高阶解

最后
,

我们来简述一个更为复杂的实例
:

一个二流体系统 中界面孤立波的高阶解
〔。’.

所

处理的系统是
: 两个水平刚性固壁所界的两层

不可压无粘流体
,

采用〔1叼中导出 的 基 本 方

程
:

圈 2

十

散(’+
1 )牙

嘻
(一 )

·

工{粼昌署
~

〕
一。

(亡一 r) 叨 + 乙 (一 1)
”

月 . 1

信一
:
)
” + ‘日““。

(Zn + 1 ) !口x 艺” 」
一 0

时
一
、时一
、

日研
日t

十宁 班
“十犷 (一 l)

z 哀万

。

(亡+ 1 )
2 ”

(Z n ) !
「
一

旦丝犷
L d 才d

‘孔 一 ’

p
�

尸

!
Lr,、L,一X,一X‘一�d (一�口

十+

+
合只‘一 ‘’

“C :
·

a协牙
口戈仍

口2 f2 一 饥
砰 〕、 / 口田

.

口 f
。 .

1
~

赢下不
一

」少一
a
气

~ ~

石了 十 一百牙针十万 切
-

十

异
一 ‘)

·

兰

瑞
生!

一

百
鬓:黔

二生 .
‘_ 、、饥尸 二

‘ 饥 = 1

口仍阴

日X 饥

日2 ” 一 饥功

口% 乞。 一。 〕})
一 O

( 5
.

1 )

其中雪
, 。 ,

牙为无量纲界面升高
、

沿上下固壁的无量纲水平速度
, r 和 仃 分别为上下层流体

的深度比和密度比
.

假设无量纲波幅和波数分别为
。和。“ 2

量级
.

利用约化摄动法和 P L K 方

法来解
,

作如下的变换和摄动展开
:

占= 。“ Z
k ( x 一 C : 公)

C : 一 C〔1 + R : 。a + R
:

(
。a
)

2 + R
3

(
。a
)
3 + ⋯

U = (雪
,

附
, 切 ) , 一。U , + 。Z

U
: + 护U 。+ ⋯ } ( 5

.

2 )

其中
, k和 R :

为使发展方程规范化引进的常数
, a
为波幅因子

,
C 为界面上线性化重力波波

速
,
R

,

(
n
) 2 )为消除解中的长期项而引进

.

将 (5
.

2 ) 式代入 (5
.

1) 式
,

得到一系列递推方程 , 由递推方程的可解性条件
,

导得界面升
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高各项解所满足的方程
,

它们分别为K d V 方程和非齐次线性化K d V 方程
.

各项求解非常复

杂
,

用手工运算难以进行
,

因此我们采用 M A T H E M A T IC A 软件系统进行符号运算
,

并

利用中间冻结的半逆序算法
,

在 IB M一P C 4 86 微机上成功地求得了界面孤立波的四阶渐近

解
,

所得到的波形窄于 K d V 孤立波
,

与实验事实相符 (详见文献【5 , 9〕)
.

六
、

结 语

从上述分析可见
,

我们提出的半逆序算法在计算机代数的应用中可以起重要的作用
.

由

于超级计算机在我国尚不普及
,

为了在小型机和微机上进行符号运算
,

研究象半逆序算法那

样的技巧是有必要的
.

最近
,

我们用该算法求得了一个非线性波方程的四阶渐 近 解
f ’‘’,

再

次证实了它 有效性
.

北京大学的陈耀松教授惠允作者使用他的 M A T H E M A T IC A 软件系统
,

作者向他深

表谢意
.
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