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摘要:  讨论了齐次函数概念的推广, 并应用于求解二体问题# 
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引   言

本文推广了 A阶齐次函数的经典概念,研究了齐次函数概念与一个满足Kepler 第二定律

物体的运动之间的关系# 

作为其技术的应用, 我们给出了二体问题的解# 利用齐次函数的概念,给出了求解一个物

体绕另一物体转动的时间方程的方法, 得到了二体问题的解# 

我们得到了与文献[ 1]相同的一系列结果# 

1  广义齐次函数

设 U为R
n 的一个开子集, 并使若 x I U且K为一实数, 0 < K< 1, 则 K#x I U# 

定义 1  设 f : U y R为一 C
r 函数# 当 K> 0时, 若 f ( K#x ) = KA#f ( x ) , 则称 f 为A次齐

次函数# 

下面要用到众所周知的齐次函数的概念# 

设 H为一C
r 阶函数,使得 H: (0, ] ) @ (0, ] ) y (0, ] ) , 且

  
H( 1, z ) = z ,

H( K1#K2, z ) = H( K1, H( K2, z ) ) ,
( 1)

注意到, H为(0, ] ) 到(0, ] ) 的乘法运算# 

考虑函数

  A( z ) =
5H(1, z )

5K ,   z I (0, ] )# 

现在我们推广齐次函数的概念# 

定义 2  设 f : U y R为一 C
r
阶函数,若
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� ) f ( K#x ) = H( K, f ( x ) ) ,

� ) A( f ( x ) ) > 0,

则称 f 为H_齐次的# 

引理 1  设 H为一(0, ] ) 的运算,则 f 为一H_齐次函数的充分必要条件是:

  3¨f ( x ) , x4 = A( f ( x ) )# 

证明  ] ) 的证明# 注意到

  3¨f ( Kx ) , x4=
5H
5K( K, f ( x ) ) ,

则当 K= 1, 有3¨f ( x ) , x4 =
5H
5K(1, f ( x ) ) = A( f ( x ) )# 

a )的证明# 对每一 x 值,定义函数

  U( K) = f ( Kx ) , �U( K) = H( K, f ( x ) )# 

注意到 U(1) = f ( x ) = �U(1) ,我们将要证明 U和�U为具有相同初始条件的常微分方程的

解# 

我们有

  A(f ( Kx ) ) = 3¨f ( Kx ) , Kx4 = K3¨f ( Kx ) , x4 = KUc( K) ,

则

  A( U( K) ) = KUc( K)# 

因此 U为方程 Uc= UA/ K的解# 

对函数 �U( K) 有

  K�Uc( K) = K
5H
5K( tK, f ( x ) )# 

考虑函数 h( t ) = H( t , H( K, f ( x ) ) ) = H( tK, f ( x ) ) ,

则    hc( t ) = K5H5K( tK, f ( x ) ) ,

因此   hc(1) = K
5H
5K( K, f ( x ) )# 

另一方面,

  hc(1) =
5H
5 t (1, H( K, f ( x ) ) ) = A( H( K, f ( x ) ) ) ,

则    K�Uc( K) = A( �U( K) ) ,

因此   �Uc =
A
K
�U,

所以   U= �U# 

注 1 设 f 为H(K, z ) = KAz 的H_齐次函数, 则 f 是A( z ) = Az 的A阶齐次函数# 

事实上,若 f 为一H_齐次函数,则 f ( Kx ) = H(K, f ( x ) ) = KAf ( x )# 但对 K= 1,有 A( z ) = 5H( 1, z ) / 5K=

AKA- 1z ,因此 A( z ) = Az# 

注 2 当 P0 为任意点,若 f ( P0 + K( x - P0) ) = H( K, f ( x ) ) , 则称 f 为与P0 相对应的 H_齐次函数# 

正如引理 1的证明一样,我们很容易证明 3¨f ( x ) , x - P 04= A( f ( x ) )# 

定理 1  设 H为方程组(1)中的一个运算, C为一曲线且P 0 /I C# 则存在与P 0相对应的 H_

齐次函数 f ,使 f ( x ) = 1, Px I C# 

证明  定义 W( K) = H( K, 1)# 令 P0 = 0# 对每一 x I C,总能找到 y 使( x / W
- 1
( y ) ) I
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C# 因此定义 f ( x ) = y# 显然 f ( x ) = 1, Px I C# 

有

  Kx
W- 1

( H( K, f ( x ) ) )
=

Kx
KW- 1

( f ( x ) )
I C,

因此

  H( KW- 1
( f ( x ) ) , 1) = W( KW- 1

( f ( x ) ) ) =

    W( W- 1
( H( K, f ( x ) ) ) ) = H( K, f ( x ) )# 

所以 f ( K, x ) = H( K, f ( x ) ) 且函数 f 是H_齐次的# 

推论 1  若 C 为任意曲线,则 C 为 A( A> 0) 阶齐次函数的水平曲线# 

现在我们回顾一下Kepler 第二定律:面积定律# 设 P1和 P2是Dt 时间间隔物体的两个相

邻位置(见图 1)# 该时间间隔的面积单元为DA = r
2D</ 2, 或

  5A
5 t =

r
2

2
5 <
5 t

为一常数,即是说,面积和时间成正比# 

考虑一 C
r 平面曲线C, r \1,且点 P = ( P1, P2) /I C# 设 C由x = x ( t ) = ( x 1( t ) , x2( t ) )

确定(见图 2) , 使

  det
x ( t ) - P

xc( t )
= det

x 1( t ) - P1 x 2( t ) - P 2

x
c
1( t ) x

c
2( t )

> 0# ( 2)

图 1 面积定律示意图              图 2  平面曲线 C

我们知道,物体从 Q0 = ( x 1( t 0) , x 2( t 0) ) 运动到 Q1 = ( x 1( t1) , x 2( t 1) ) 扫过的面积为

  A =
1
2Q

t
1

t
0

x ( t ) - P

xc( t )
dt ,

因此

  Ac( t ) =
1
2

x ( t ) - P

xc( t )
= c# 

定义 3  对某一 c > 0, 如果 Ac( t ) = c,则曲线 C 满足相对于点P 的Kepler第二定律,那

么

  A (T) =
1
2Q

t

t
0

x ( u) - P

xc( u)
du =

1
2
2c( t - t 0) = c( t - t0)# 

因此,从 x ( t 0) 到 x ( t ) 的面积正比于时间,所以满足面积Kepler定律# 

注 3 若 x ( t) , t I ( a, b) 为一参数曲线 C,并满足 Kepler第二定律, 常数 c 对应于P, 我们有

  A =
1
2Q

b

a

x ( t) - P

xc( t)
dt = c( b - a) = cp ,
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其中 p = b- a# 

2  表面度规与参数表示

可以方便地从曲线的一个参数表示变换到曲线的另一个参数表示, 以实现满足 Kepler第

二定律的特定参数表示# 设 �x ( u ) , u I ( c, d) 为曲线 C 的参数表示# 我们有

  �A ( u) =
1
2Q

u

u
0

�x ( v) - P

�xcv
dv,

于是

  �Ac( u) =
1
2

�x ( u ) - P

�xcu
> 0,   P u# 

我们取如下参数变换: t = �A ( u) , t I ( a, b) ,且 h ( t ) = u ,并定义 x ( t ) = �x ( h( t ) )# 

这样来选取参数表示,使曲线 C 满足与P 相应的Kepler第二定律# 

实际上,我们有

  1
2

x ( t ) - P

xc( t )
=

1
2

�x ( u) - P

�xc( u)#hc( t )
=

1
2 hc( t )

�x ( u) - P

�xc( u)
=

    1
2

#2
1

�x ( u ) - P

�xc( u)

#
�x ( u ) - P

�xc( u)
= 1,

因此

  
x ( t ) - P

xc( t )
= 2

并满足Kepler第二定律# 

定义 4  若一曲线 C 满足 Kepler第二定律,且有对应于 P 的常数 c = 1,则称曲线 C 具有

表面度规的参数表示# 

上面,我们证明了任意曲线可以用表面度规的参数表示, 它类似于我们熟知的, 用某曲线

的孤长来进行的对曲线的参数表示[ 2]# 

因此,我们可以证明,若 x ( t ) 为某曲线的表面度规的参数表示, 点Q1运动到点 Q2的时间

为 T,则扫过的面积亦为 T# 

3  广义齐次函数和 Kepler 第二定律

设 U是R
2的一个开子集, f : U y R为 C

1函数, f 在点x 的导数用f c( x ) 表示# 对所有

的 v I R
2
, 存在唯一矢量 g ( x ) I R

2使 f c( x )#v = 3g ( x ) , v4, 其中3,4表示 R
2中的内积# 

设 u( x ) 为 g( x ) 以 P/ 2幅角旋转而得的Hamilton场# 我们发现矢量 u( x ) 为 f 的水平曲线

的切线,因此矢量 g ( x ) 为 f 的水平曲线的垂线# 

定理 2  设 f 为一H_齐次函数, x ( t ) 为初值问题

  
Ûx = u( x ) ,

x ( t 0) = x 0
( 3)

的解,其中 u 的定义同前# 则 x ( t ) 满足与原点相应的Kepler 第二定律# 

证明  因为 x ( t ) 是方程(3) 的一个解,则它是部分水平曲线 f
- 1
(f ( x 0) ) 的参数函数# 据

此以及引理1, 说明
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  Ac( t ) =
x1( t ) x 2( t )

x
c
1( t ) x

c
2( t )

= 3¨f ( x ) , x4= A(f ( x ) ) = A( f ( x 0) )

为常数# 

推论 2  设 f 为A阶齐次函数, A> 0,则方程 Ûx = u( x ) 的解满足常数 c = A/ 2的Kepler

第二定律# 

证明  因函数 f 是 A阶齐次的, 则由注 1, A( z ) = Az# 设 x ( t ) 为 Ûx = u( x ) 的解, 则

f ( x ( t ) ) = 1, 由定理 2,

  2c = Ac( t ) = A#f ( x 0) = A#1,

因此 c = A/ 2# 

引理 2  设 x ( t ) , t I ( a, b) 为具有与 P 相应的常数 c,且满足Kepler第二定律的曲线 C

的参数表示,则得到另一个满足 Kepler 第二定律的参数表示 x 1( s) , s I ( c, d) ,且常数 c1取

x 1( s) = x ( sc/ c1) 是充分的# 

证明  设 h: ( c, d ) y ( a, b) 为一函数,即 t = h( s ) , x ( t ) = x 1( h( s) )# 则

  2c =
x ( t ) - P

xc( t )
=

x 1( h( s) ) - P

hc( s) xc
1( h( s) )

=

    hc( s )
x 1( h( s ) ) - P

x
c
1( h ( s) )

= hc( s )2c1,

因此 hc( s) = c/ c1,它表明 t = h( s) = sc/ c1+ t0, 从而 x 1( s ) = x ( sc/ c1+ t 0)# 

引理 3  设 x ( t ) , t I J 和�x ( s) , s I J 1为曲线 C与P 相应具有相同常数 c,且满足Kepler

第二定律的参数表示,则 t = s + d, d 为常数# 

证明  因为 x ( t ) 和 �x ( s) 为同一曲线 C 的参数化, �x ( s) = x ( t ) = x ( h( s ) ) , t = h( s) ,

则�xc( s) = hc( s) xc( h ( s) ) = hc( s) xc( t )# 因此

  2c =
�x ( s ) - P

�xc( s)
= hc( s)

x ( t ) - P

xc( t )
= hc( s)2c,

所以, hc( s) = 1, h ( s) = s + d# 

定理 3  设 x ( t )为曲线 C具有与原点相应的常数A= c,且满足Kepler第二定律的一个参

数表示,则存在 A= 2c 的齐次函数, 使 x ( t ) 为方程( 3)的一个解# 

证明  由推论1知, C = x ( t ) , t I J 为A= 2c阶齐次函数f 的水平曲线,即 f ( x ( t ) ) =

1, x ( t0) = x 0, f ( x 0) = 1# 

考虑方程( 3)并设其解为�x ( s ) 使�x ( t 0) = x 0,则 f (�x ( s ) ) = 1,又因�x ( s) 满足Kepler第二

定律,且有相同常数 c 和�x ( t 0) = x 0,则 �x ( t ) = x ( t )# 

我们发现, 若改变点 P ,并考虑同一参数,由点 P 运动到点P1, 掠过的面积由下式给出:

A = Q
b

a

1
2

x ( t ) - P

xc( t )
dt = Q

b

a

1
2

x ( t ) - P1 + P1- P

xc( t )
dt =

  Q
b

a

1
2

x ( t ) - P1

xc( t )
dt +Q

b

a

1
2

P1 - P

Q
b

a
xc( t )

dt = A 1+
1
2

P1- P

x ( t ) - x ( a)
# ( 4)

若 f 是H_齐次的且对 t I ( t 0, t 1) , x ( t ) 为方程( 3)的一个解,有

  
x ( t ) - P

xc( t )
=

x ( t ) - P

u( x )
= A(f ( x ) ) ,
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则

  A =
1
2Q

t
1

t
0

A(f ( x ( t ) ) )dt = 1
2Q

t
1

t
0

A( z 0)dt =
1
2
A( z 0) ( t 1- t 0)# 

4  应用: 二体问题

考虑如下经典问题: 一质量为 m 的物体绕另一个质量非常大为M 的物体运动# 设 F 为

m 和M 间的质心,并且假设运动轨迹为椭圆,也就是说, 质量为 m 的物体作椭圆运动, 其焦点

为 F (见图 3)# 

图 3 经典二体问题示意图

对于质量 m 和M ,其轨道周期 P 是已知的,即

  P =
4P2a3

G( m + M)
,

其中 G 为引力常数# 

我们发现, 它是一个满足 Kepler第二定律的运动,因此

  1
2

x ( t ) - F

xc( t )
= c和A = Pab ,

则

  Pab = Q
t
1

t
0

1
2

x ( t ) - F

xc( t )
d t = ( t 1- t 0) c = Pc# 

所以 c = Pab / P# 

我们的目的是得到质量为 m 的物体关于 x ( t ) 的运动方程(具有相应于 F 的 Kepler 常数

c)# 

给定

  f = f ( x 1, x 2) =
x

2
1

a
2+

x
2
2

b
2- 1,

则运动轨道由 f 的水平曲线之一给出,即

  
x

2
1

a
2 +

x
2
2

b
2 = 1# 

f 为二阶齐次函数, ¨f ( x ) = (2x1/ a
2
, 2x 2/ b

2
) , u ( x ) = (- 2x 2/ b

2
, 2x 1/ a

2
)# 

常微分为 Ûx = (- 2x 2/ b
2
, 2x 1/ a

2
)# 其解为 �x ( s) = ( acos(2s / ab ) , bsin(2s / ab ) )# 该解

对应于 P = 0的常数为:

  1
2

x (�t ) - P

xc(�t )
=

1
2

acos
2�t
ab

bsin
2�t
ab

- 2
b

sin
2�t
ab

2
a
cos

2�t
ab

= 1# 

设�x (�t ) 为对应于 F ,常数 c = 1的参数表示 # 我们知道, 任何曲线都可以有一个满足

Kepler 第二定律的参数表示,因此

  �t = �A ( s) =
1
2Q

s

s
0

�x ( v ) - F

�xc( v)
dv =

1
2Q

s

s
0

�x ( v)

�xc( v)
dv -

1
2Q

s

s
0

F

�xc( v )
dv =

  s - s0-
1
2

F

�x ( s ) - �x ( s0)
# 

因为 F = - a
2
- b

2 且取 s 0 = 0, 有
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  �t = �A( s) = s - s0 +
1
2

(- a
2
- b

2
, 0)

�x ( s ) - �x (0)
=

    s +
1
2

- a
2
- b

2
0

a ( cos(2s/ ab) - 1) bsin(2s/ 2b )
,

则

  �t = s -
1
2
b a

2
- b

2sin
2s
ab

=

    s -
1
2
b a

2
- b

2 2s
ab

-
2s
ab

3 1
3!

+
2s
ab

5 1
5!

+ , # 

而�t = �A ( s ) , s = h (�t ) ,则 �x (�t ) = �x ( h (�t ) ) , 我们记得,在这一方法中�x (�t ) 满足常数 c = 1的

Kepler第二定律# 

取 x ( t ) = �x ( ct ) ,�t = ct ,则它满足常数为 c = Pab/ P 的 Kepler第二定律# 

这就是二体问题行星运动的参数表示,其 Kepler常数作为一周期函数给定# 

让我们来考虑其轨道为抛物线的情况(见图 4) ,

图 4 抛物线轨道示意图

  y =
1
2d

( x
2
- d

2
)# 

参数表示为

  
x = u,

y =
1
2d ( u

2
- d

2
)# 

它不能满足 Kepler第二定律,因此我们需要通过表面度规

来进行参数表示,取

1
2

u
1
2d

( u
2
- d

2
)

1 u / d

=
1
2

u
2

d
-

1
2d ( u

2
- d

2
) =

  1
2

u
2
+ d

2

2d
=

1
4d

( u
2
+ d

2
) ,

则

  �t = 1
2Q

u

0

u
2
+ d

2

2d dv =
1
2

1
6du

3
+

d
2 u =

1
12du

3
+

d
4 u = H( u) ,

因此 u = H- 1
(�t )# 

通过参数变换,可得到满足对应于 F 的常数为1的Kepler第二定律的新的参数表示# 取

(�x (�t ) , �y (�t ) ) 为这一新的参数表示,则(�x ( ct ) , �y ( ct ) ) 将满足Kepler第二定律, 具有常数 c,它

由 t = 0时的速度 v0来确定# 

而

  (�x ( ct ) , �y ( ct ) ) = u,
1
2d

( u
2
- d

2
) = H- 1

( ct ) ,
1
2d

( H- 1
( ct ) )

2
- d

2

以及   (�xc( ct ) , �yc( ct ) ) t= 0 =
1

Hc( u) ,
2
2d

1
Hc( u) u u= 0

,

其中   Hc( u) =
3u2

+ 3d 2

12d u= 0
=

1
4
d# 

本例中,由于我们是作为抛物线情况处理的, 因此常数 c 不能用周期函数确定, 而用初始

速度的函数确定的# 
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现在取 x ( t ) = �x ( ct ) , y ( t ) = �y ( ct ) ,则( xc(0) , yc(0) )4/ d = (1, 0) ,因此 v0= (4c/ d, 0) ,

v0 = | v 0 | = 4c/ d,所以 c = dv0/ 4# 这样, ( x ( t ) , y ( t ) ) 就是满足对应于F ,常数为 c的Kepler

第二定律的参数表示,其中常数 c如上面给出# 

在此情况下,我们通过分解三次方程,在�t 的函数中得到 u# 

在椭圆情况下得出的方程是完美的# 

用类似的方法, 我们可以描述双曲线轨道的运动# 这时候, 参数表示包括了双曲函数# 
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Abstract: A generalization of the homogeneous function concept is studied. An application is done

with a solution of the two_body problem.

Key words: homogeneous function; generalized homogeneous function; Kepler. s second law; two_

body problem
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