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结构振动诱导流场及附加质量的数值分析
X
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(戴世强推荐)

摘要 :  将大型柔性结构低速振动诱导流体流场的问题, 归结为无粘性不可压缩无旋流动平面问

题# 在偶极子配置法基础上,发展了一种在结构和流体接触面上混合配置源汇和偶极子的奇点配

置法, 能够计算翼型、柱型等结构在流体中低速振动时诱导的流体流场并推导出流场的动能表达

式,最终得到流体附加质量# 给出了几个具有解析解的算例验证了此方法的可靠性# 
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引   言

分析流体中结构固有振动特性,在很多情况下流体的影响是必需考虑的# 例如,船舶的固

有振动分析往往需要计算附连水质量
[ 1]# 在进行航天器附件地面模态试验的数值仿真时,由

于这些附件通常都是轻质柔性结构,而且展开面积很大,因此空气的影响也相当明显, 不容忽

略
[ 2]# 当结构的振动基频较低,而且振幅远远小于其尺寸时(如太阳电池阵的基频不足 1 Hz,

正常扰动下的振幅不超过 10 cm) , 结构振动诱导的空气流动是比较平稳的,可忽略可压缩和粘

性的影响# 因此这种流动可以认为是无粘、不可压缩的无旋定常流动,其流动的速度场可由势

函数表示# 

李淑娟
[ 3]

, Wang H.
[ 4]
采用偶极子配置法, 通过基本解的迭加, 并补充流体与结构界面上

的流量守恒边界条件,分析了太阳能电池阵振动诱导的空气流场及附加质量# 但是这种方法

只适用于计算流体中平板状结构振动的附加质量,而不适用于工程中经常存在的柱型、以及带

翼柱型等更加复杂的结构# 本文则提出一种源汇和偶极子混合配置的奇点配置法, 在单侧与

流体接触的表面上(如柱型结构)配置源汇基本解, 而在双侧与流体接触的表面上(如翼型结

构)配置偶极子基本解# 具有解析解的二维流动算例表明这样处理能够有效地分析这类结构

在流体中振动的附加质量# 

1  结构诱导的流场分析

如图 1所示, 流体中带翼的柱型结构# 用数值或实验模态分析方法可以得到其真空中的
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前 r 阶固有频率 X(1) , X(2) , ,, X( r) 和对应的关于质量正交归一的固有模态向量 7 (1) , 7 (2) ,

,, 7 ( r)# 根据振动理论[ 5]
, 该结构振动时的位移和速度可以用模态向量 7 ( k) 和广义坐标

N(k ) ( k = 1, 2, ,, r ) 表示

  u = 6
r

k= 1

7 ( k ) N
#
( k)

=
def

6
r

k= 1

u
( k )
, v = 6

r

k= 1

7 ( k) N
#
( k )

=
def

6
r

k= 1

v
( k )# ( 1)

图 1 无限长带有板状翼的柱体

可见结构的速度场 v 为 r 个 v
( k) 的线性组合, 由于

理想流体是线性的, 所以完整的流场势函数 U也可以表

示成

  U= 6
r

k= 1

U( k) , ( 2)

其中 U(k ) 是结构以速度 v
( k) 运动时诱导的流场势函数# 

我们将采用有限元方法计算势函数 U
( k )# 为此将

结构中的单侧表面划分为 n1 个单元,双侧表面划分为 n2 个单元 # 单元 i ( i = 1, 2, ,, n1 +

n2) 的起点和终点坐标分别为( xi1, yi1)、( x i2, y i2) ,单元长度为 #i# 单元 i 外法线方向的平均

速度为

  �v i =
1
# iQ#

i

v
( k)
n d # =

1
#iQ#

i

v
( k)#nd # = N

#
( k )

#iQ#
i

7 ( k )#nd # =
N
#
( k)
b
( k)
i

# i
, ( 3)

其中 v
( k )
n = v

( k )#n是法向速度, b( k )i = Q#
i

7 ( k )#nd #, 而 n = ( l , m) 为外法线方向# 规定单侧

表面上的单元外法线指向结构外部,而双侧表面上的外法线指向不作规定# 流体与结构在边

界上法向速度应当连续, 所以( 3)式也就是流体流动的边界条件# 

在每个单侧表面单元的中点处配置一个源汇,而在双侧表面单元的中点配置一个偶极子,

方向指向单元的法线# ( 3)式表明流体的边界速度与单元无关的因子 N
#
( k )
成比例,所以单元 j

( j = 1, 2, ,, n ) 中点上的源汇或偶极子的强度可以假设为 N
#
( k) K( k )j , 它们的势函数的表达式

是[ 6]

  U( k)j = N
#
( k ) K( k )j Û( k )j ,

其中

  Û( k)j =

ln[ ( x - �xj )
2
+ ( y - �yj )

2
]   ( j = 1, 2, ,, n1) ,

-
( x - �xj ) li + ( y - �y j ) mi

( x - �x j )
2
+ ( y - �y j )

2   ( j = n1+ 1, ,, n1+ n2)
( 4)

为单位强度源汇或偶极子的势函数# 公式( 4)中的 �xj = ( xj1+ xj 2) / 2和�yj = ( yj1+ yj 2) / 2是单

元 j 的中点坐标# 

势函数 U
( k )
j 所对应的流场流过单元 i的流量是

  Q#
i

5 U( k )j

5 n d # = A ij K
( k )
j N

#
( k)
, ( 5)

其中
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Aij = Q#
i

5 Û( k )j

5 n d # =

arctan
yi 2- �y j
xi 2- �x j

- arctan
yi 1- �y j
xi 1- �x j

  ( j = 1, 2, ,, n1) ,

( xi 1- �x j ) mi - ( y i1- �yj ) l i

( xi 1- �x j )
2
+ ( yi 1- �yj )

2 -
( xi 2- �xj ) mi - ( y i2- �yj ) l i

( xi 2- �x j )
2
+ ( yi 2- �yj )

2

  ( j = n1+ 1, ,, n1+ n2)# 

( 6)

根据流体的连续性条件, 所有源汇或偶极子产生的流场流过单元 i 的流量应满足方程

  6
n

j= 1
A ij K

( k )
j = b

( k )
i   ( i = 1, 2, ,, n1+ n2)# ( 7)

由这组代数方程可求出源汇或偶极子的强度 K( k)j ( j = 1, 2, ,, n1+ n2) ,最终得到结构第

k 阶固有振动诱导的流场势函数为

  U( k) = 6
n
1
+ n

2

j= 1
U( k)j = 6

n
1
+ n

2

j= 1
N
#
( k ) K( k )j Û( k)j # ( 8)

2  附加广义质量的计算公式

假定结构所处的流体是无界的,且无穷远处的速度为零,那么第 k 阶固有振动诱导的流场

动能可以表示为[ 6]

  K
( k )

=
Q
2
c
( k)
Q
( k)

-
Q
2 R#

U( k ) v ( k)n d # , ( 9)

其中 # = G
n
1
+ n

2

i= 1
#i表示结构边界, Q

( k ) 是流体流过边界 #的体积流量, c ( k ) = U( k ) | (x , y ) y ] 是常

数, Q是流体的密度# 

当结构存在空腔时, 由于空腔属于单侧表面, 所以在其上面配置的是源汇# 从源汇基本解

的表达式( 4)可知, c
( k ) y ] # 此时如果 Q

( k ) X 0,即空腔有体积变形,那么流体的动能 K
( k )

就等于无限大, 由此得到的附加质量也是无限大# 显然这是不合常理的# 而不可压缩流体

会抑制结构出现低频、低速、空腔体积可变的固有模态# 对于高频振动,应当考虑流体的可压

缩性,本文不研究这类问题,故此认为 Q
( k )

= 0# 于是 ( 9)式可以简化为

  K
( k )

= -
Q
2 R#

U( k ) v (k )n d # = -
Q
2 6

n
1
+ n

2

i= 1Q#
i

U( k ) v ( k )n d ## ( 10)

位于单侧表面的单元 i ( i = 1, 2, ,, n1) 上,积分直接沿外侧 #i进行# 而位于双侧表面上

的单元 i ( i = n1+ 1, ,, n1+ n2) 上, 积分必须沿上下两侧 #+i 和 #-i 分别进行# 因为法向速

度满足条件 v
( k )
n | #+

i
= - v

( k)
n | #-

i
= v

( k )
n ,并记 U

( k)
+ = U

( k)
| #+

i
, U

( k )
- = U

( k )
| #-

i
, 于是( 10)可以

写成

  K
( k )
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Q
2 6

n
1

i = 1
Q#

i

U( k) v ( k )n d # - Q
2 6
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2

i= n
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+ 1
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i
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n d ## ( 11)

将流场势函数的迭加公式( 8)代入其中,得到

  K
( k )

= -
QN

#
( k )

2 6
n
1

i= 1
6

n
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同样这里记, Û( k )j+ = Û( k )j | #+
i
, Û( k)j- = Û( k )j | #-

i
# 由(4) 可知, 势函数 Û(k )j (j = n1+ 1, ,,

n1+ n2) 的不连续性只出现在单元 #j 上,在其他单元 #i ( i X j ) 上都是连续的,而且 Û
( k )
j- = - Û

( k )
j+ ,

所以

  Û( k)j+ - Û( k)j- =
2 Û

( k)
j+ ,   j X i ,

0,    j = i# 
( 13)

这样( 12)式又可以写成

  K
( k )

= -
QN

#
( k )

2 6
n
1

i= 1
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1
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2

j= 1
K( k)j Q#
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i = n
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K( k)j Q#

+

i

Û( k )i
+ v
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n d ## ( 14)

文献[ 3]中已经证明 Û( k )i
+ 在 #i 是 Dirac_D函数, ( 14)中第 2个积分为

  Q#
+

i

Û( k)i
+ v

( k )
n d # = Pv ( k )ni , ( 15)

其中 v
( k )
ni = v

( k)
n (�x i , �y i ) , 即单元 i ( i = n1+ 1, ,, n1+ n2) 中点处的法向速度# 于是( 14)简化

为

  K
( k )

= -
Q
2
N
#
( k) 6

n
1

i= 1
6
n
1
+ n

2

j = 1

K( k )j Q#
i
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1
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因为 v
( k )
n = N

#
( k )

7
( k)#n, 所以从上式得到

  K
( k )

= -
Q
2
( N

#
( k )
)
2 6

n
1

i= 1
6
n
1
+ n

2

j = 1

K( k )j Q#
i

( 7 ( k )#n ) Û( k )j d # +

      2P 6
n
1
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2
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1
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( 7 ( k )i #n) K( k )j , ( 17)

其中   7 ( k )i = 7 ( k ) (�x i , �y i )# 

在( 17)式中 7
( k)#n 是连续函数, Û( k )j ( j = n1+ 1, ,, n1+ n2) 在 #i ( i = 1, ,, n1) 上也

是连续函数# 而 Û( k )i ( i = 1, ,, n1) 虽然在 #i 上具有 ln ( x - �x i )
2
+ ( y - �y i )

2 的奇异性,

但是广义积分Q#
i

( 7 ( k )#n ) Û( k )j d # 是存在的,因此( 17)式中的积分是有意义的# 

如果将流体的动能写成

  K
( k )

=
1
2
m
( k )
( N

#
( k)
)
2 ( 18)

的形式,其中 m
( k)
是关于第 k 阶固有模态的附加广义质量# 比较( 17)和( 18)两式,显然

  m
( k )

= - Q6
n
1

i= 1
6
n
1
+ n

2

j = 1

K( k )j Q#
i

Û( k )j ( 7 ( k)#n)d # - 2PQ 6
n
1
+ n

2

i= n
1
+ 1

K( k )j ( 7 ( k )i #n)# ( 19)

3  结构振动诱导的流场和附加广义质量计算实例

3. 1  带翼圆柱的弹性振动
如图 2,置于流体中的无限长带翼的圆柱# 本例用于检验采用源汇和偶极子混合配置技

术分析具有单侧和双侧表面的结构振动诱导流场的数值方法# 圆柱横截面半径为 2, 4块翼板
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图 2  无限长带有板状翼的圆柱

长都是1,均匀地分布在圆柱上, 翼板的厚度不计# 分析流

场时在圆柱上划分了 200个单元 ( n1 = 200) , 在每条翼板

上划分了 10个单元( n2 = 40)# 

图 3( a)是结构沿 Y 轴以单位速度作刚性平动时的流

体流场# 图 3( b)是结构绕中心轴以单位角速度作刚性转

动时的流体流场# 图 3( c)和图 3( d)分别是结构以第 1和

第2阶关于质量归一的固有模态作弹性振动时的流体流

场,更高阶固有模态下的流体流场不再显示# 

相应的附加广义质量计算结果见表 1# 表中可以查阅

( a) 结构平动诱导的流场            ( b) 结构转动诱导的流场

( c) 一阶固有模态诱导的流场          ( d) 二阶固有模态诱导的流场

图 3  带翼圆柱的弹性振动

到的附加质量只有刚性平动时的解析结果# 

3. 2  拱形柱壳刚性平动
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置于流体中的无限长圆弧形横截面拱形柱壳# 横截面弦长为 2 3,圆心角为 120b,板的厚

度不计,如图 5# 本例是少数有解析解的曲线横截面结构的算例# 附录 A中用共形映照方法

可以计算出拱形板沿 Y 轴以单位速度作平动时的附加质量为(7/ 8)PQ# 用本文的方法分析流

场时, 圆弧上划分了 200个单元( n1 = 0, n2 = 200) , 并布上偶极子 # 附加质量计算结果为

21759 5 Q, 相对误差为 0. 39%# 
表 1

 
附加广义质量 m

本文数值结果 文献[ 7]的解析结果
相对误差 Rr/ ( % )

刚体平动 21. 648 5Q 21. 293 1 Q 1. 67

刚体转动 33. 503 7Q 无解析结果 )

第 1阶弹性模态 0. 675 9 Q 无解析结果 )

第 2阶弹性模态 1. 646 4 Q 无解析结果 )

3. 3  圆柱弹性振动

图 4  无限长圆柱的弹性变形

置于流体中的无限长圆柱, 横截面半径为 1,如图 4# 

附录 B中求得了当圆柱边界以径向速度 cos2H作弹性变形

时的附加质量解析值为 0. 5PQ# 采用数值计算时将整个圆

周划分成 200个单元( n1 = 200, n2 = 0) , 并布上源汇# 得

到的附加质量数值结果为 1. 564 6 Q, 二者的相对误差为

0139%# 

4  结 束语

本文将大型柔性结构振动诱导空气流场的问题归结为

无粘性不可压缩无旋流动平面问题# 详细阐述了如何用奇点配置法计算二维结构振动所诱导

的空气流场,推导出流场的动能表达式,又在此基础上得到空气的附加质量# 这种方法简便易

行,而且通过算例验证了它的可靠性# 本方法可以推广到三维流场分析及相应的动能计算# 

附录 A  流体中拱形柱壳平动时的附加质量

如图 5所示, 拱形柱壳的横截面是 XY 平面上弦长 2 3, 圆心角 120b的圆弧板# 共形映照

图 5  拱形柱壳横截面

  z = X(F) =
1
2

F+
1
2
i +

3
4F+ 2i

( A1)

将 F平面的单位圆映射成该圆弧,其中 z = x + iy , F= N+ iG, i =

- 1# 其逆变换是

  F= X- 1( z ) = z -
1
2
i+ z 2 +

3
4

# ( A2)

柱壳以单位速度沿 Y 轴平动时诱导的流场, 等价于无穷远处 Y

方向单位速度的来流绕过静止拱形柱壳的流场(简称流场 1) , 和沿

- Y 方向均匀流动的流场(简称流场 2)的迭加# 

对于 Z 平面上的流场 1, 由于共形映照( A1)具有渐进性质

  dz
dF Fy ]

=
1
2
, ( A3)

所以在 F平面上对应的是无穷远处 G 方向 1/ 2 速度的来流绕过单位圆的流场# F平面上圆柱绕流的复势

为[6]
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  �w1 (F) =
i
2

1
F
- F # ( A4)

由( A2)得到 Z 平面上的复势是

  w1 ( z ) = �w 1( X
- 1( z ) ) =

i

2z - i + 4z 2 + 3
-

2iz + 1+ i 4z 2 + 3
4

# ( A5)

对于流场 2可以直接写出 Z 平面上的复势

  w2 ( z ) = iz , ( A6)

利用( A1)则可得到 F平面上相应的复势为

  �w2 (F) = w2( X
- 1( z ) ) =

iF
2
-

1
4
+

3
4F+ 2i

# ( A7)

由此可以得到 Z 平面上柱壳沿 Y轴以单位速度平动诱导的流场的复势为(忽略常数项)

  w ( z ) = w1( z ) + w2 ( z ) =
2iz - i 4z 2+ 3

4
+

i

2z - i+ 4z 2 + 3
=
def

      U( x , y ) + iW( x , y ) , ( A8)

其中 U( x , y ) 为相应的势函数, W( x , y ) 为相应的流函数# 
F平面上相应的复势为(忽略常数项)

  �w (F) = �w 1(F) + �w 2(F) =
i
2F

+
i

2F+ 1
=
def
�U(N, G) + i�W( N, G) , ( A9)

其中�U( N, G) 为相应的势函数,�W( N, G) 为相应的流函数# 

因为柱壳作刚性运动,流过柱壳表面的总流量为零,所以流场动能为[ 6]

  K = -
Q
2Q#

U( x , y )
5 U( x , y )

5 n
d# = -

Q
2Q�#�U( N, G) 5�U( N, G)5�n d�# , ( A10)

其中 # 表示Z 平面上柱壳横截面圆弧的边界, n表示该圆弧边界的外法向单位矢量, �# 表示F平面上单位圆的

边界,�n 表示单位圆的外法向矢量# 
在 F平面的上F用极坐标可以表示为

  F= reiH, ( A11)

代入( A10)得到动能

  K = -
Q
2Q

2P

0
�U(1,H)

5�U(1,H)
5 r dH =

7
16PQ,

( A12)

所以附加质量为 (7/ 8)PQ# 

附录 B  圆柱弹性变形诱导的空气流场及附加质量

如图 6所示, 长度无限的圆柱壳的横截面为 XY 平面上的单位圆# 单位圆上各个点的径向速度为
  vn = cos2H, ( B1)

图 6  长度无限的圆柱
壳的横截面

这时柱壳所诱导的流场势函数应满足的边界条件是(极坐标表示)

  5U
5 r r= 1

= cos2H# ( B2)   

设势函数

  U( r , H) = F( r ) cos2H, ( B3)   
代入Laplace方程

  52
U

5 r 2
+

1
r

5U
5 r +

1

r
2
52
U

5H2
= 0, ( B4)   

导出 F ( r) 所满足的方程

  F d( r ) + 1
r
Fc( r ) - 4

r
2 F ( r ) = 0, ( B5)   

求解此方程,并利用边界条件( B2) ,得

  F ( r ) = -
1

2r 2
# ( B6)

于是

237结构振动诱导流场及附加质量的数值分析



  U( r , H) = -
1

2r 2
cos2H# ( B7)

因为 U| r y ] = 0, 所以此流场的动能为[6]

  K = -
Q
2 Rr= 1

U( r ,H)
5U( r , H)

5 r rdH=
Q
4Q

2P

0
cos22HdH=

Q
4
P, ( B8)

则附加质量为 0. 5PQ# 
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Numerical Analysis of Fluid Flow and Added Mass

Induced by Vibration of Structure

SU Li,  LI Shu_juan,  TANG Guo_an
( Depa rtm ent of Mechanics and En gineer ing Science , Fudan Univer sity ,

Shan ghai 200433, P . R . China )

Abstract: The fluid flow induced by light_density, low_stiffness structures was treated as inviscid, in-

compressible irrotational and steady plane flow. On the basis of the dipole configuration method, a

singularity distribution method of distributing sources/ sinks and dipoles on interfaces of the structure

and fluid was developed to solve the problem of fluid flow induced by the vibration of common struc-

tures, such as columns and columns with fins, deduce the expression of kinetic energy of the fluid

flow, and obtain the added mass finally. The calculational instances with analytical solutions prove

the reliability of this method.

Key words: structure; fluid; vibration; added mass; singularity distribution method
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