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摘要:  考虑了带有阻尼项的广义对称正则长波方程的整体快变动力学# 证明了与该方程有关的非

线性半群的挤压性质和指数吸引子的存在性# 对指数吸引子的分形维数的上界也进行了估计# 
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引   言

正则长波方程的对称描述( SRLWE)

  uxxt - u t = Qx + uux , ( 1)

  Qt + ux = 0# ( 2)

作为弱非线性离子声波和空间荷电波传播的模型已经提出
[ 1]# 文献[ 1]获得了其双曲正割平

方孤立波解, 4个不变量和某些数值结果# 明显地,由( 1)、( 2)中消去 Q, 我们得到一个对称正

则长波方程( SRLWE) :

  utt - uxx +
1
2
( u

2
) x t - uxxtt = 0# ( 3)

SRLW方程( 3)关于 x 和 t的导数明显对称,并且与描述浅水波和等离子漂移波的正则长波方

程非常类似[ 2, 3]# SRLW方程( 1)、( 2)或( 3)也出现在许多其它数学物理领域[ 4~ 6] # 数值考察

揭示其孤立波的相互作用是非弹性的[ 7]# 因此, SRLW方程的孤立波不是孤立子# 最近, 文献

[ 8]研究了广义对称正则长波方程孤立波解的轨道稳定性和不稳定性# 关于该方程解的适定

性和数值方法的研究也已引起越来越多的兴趣# 在文献[ 9]中郭柏灵研究了一类广义 SRLW

方程周期初值整体解的存在性、惟一性和正则性, 并且得到谱逼近解的误差估计# 文献[ 10]考

虑了带有非齐次边值的对称正则长波方程的初边值问题# 

在实际过程中, 粘性阻尼和色散一样起着重要作用# 因此, 研究带有阻尼项的耗散的对称

正则长波方程
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  uxxt - u t + Muxx = Qx + uux , ( 4)

  Qt + ux + CQ= 0, ( 5)

其中 C, M为正常数(这是考虑耗散时反映非线性离子声波运动本质现象的合理模型)解的性

态(尤其是大时间性态)更为有意义# 

本文考虑下列带有阻尼项的耗散广义对称正则长波方程

  ut - Muxx + Qx + f ( u) x - uxxt = g 1( x )   ( x , t ) I 8 @ R
+
, ( 6)

  Qt + ux + CQ= g2( x ) ,   ( x , t ) I 8 @ R
+

( 7)

的快变动力学# 这里 M> 0、C> 0为正常数, f B R y R 为 C
2 连续函数, g 1( x )、g2( x ) I

L
2
( 8) , 8 < R是一有界区间# 在文献[ 11]和文献[ 12]中, 作者对系统( 6)、( 7)分别在 H

1
( 8 )

@ L
2
( 8) 和H 2

( 8) @ H1
( 8) 中建立了整体吸引子的存在性,它们具有有限豪森道夫和分形维

数# 本文的目的是对这个模型(6)、(7) 证明( V2, V1) 型指数吸引子的存在性# 

第1节回顾一些有关指数吸引子存在性及其有限分形维特征的已知结果# 在第 2节,我

们提出带阻尼项的广义对称正则长波方程解的整体存在惟一性、整体吸引子存在性及有界吸

收集的一些已知结果# 第 3节包含我们的主要结果,我们首先建立与( 6)、( 7)联系的动力系统

S ( t ) 的 Lipschitz连续性,接着我们证明对方程( 6)、( 7)半群 S ( t ) 满足挤压性及有限分形维指

数吸引子的存在性# 

1  预 备知 识

设 V 1、V2是两个Hilbert空间, V2在 V1 中稠密并且紧嵌入到 V 1中# 设 S( t ) 为从 V1、V2

到自身的映照# 我们研究

  du
d t
+ Au + g ( u) = f ( x ) ,   t > 0, x I 8 , ( 8)

  u(0) = u0( x ) , ( 9)

  Dirichlet问题或周期问题, ( 10)

其中 8为Rn 中有界开集, 5 8光滑# A 为具有紧致逆的正定自伴算子# 令 wn
]
n= 1记算子A

的特征向量全体的集合, 对应的特征值为

  0 [ K1 < K2 < ,< Kn < ,{ + ] , ( 11)

我们假设在( 8)、( 9)中定义的非线性半群 S ( t ) 容许有( V2, V1) 型紧吸引子 A,即在 V1中存在

紧集 A, A吸引所有在 V2中的有界子集并且在 S( t ) 的作用下是不变的[ 13]# 

定义 1  紧集 M < V1 称为( S ( t ) , B ) 的( V2, V 1) 型指数吸引子,如果 A A MA B 且

1) S( t )MA M,   P t \0,

2) M有有限分形维数, dF(M) < + ] ,
3) 存在正常数 c0、c1 使得

  dist( S( t ) B , M) [ c0e
- c

1
t
,   P t > 0,

其中 distV
1
( A , B) = sup

x I A
inf
y I B

| x - y | V
1
, B 为V1 中关于 S ( t ) 的正不变集# 

定义 2  若对所有的 D I (0, 1/ 8) 存在阶等于N 0的正交投影 PN
0
使得对所有 B中的u和

v, 或者

  | S ( t * ) u - S ( t * ) v | V
1

[ D| u - v | V
1
, ( 12)

或者

  | QN
0
( S( t * ) u - S ( t * ) ) v | V

1
[ | PN

0
( S ( t * ) u - S ( t * ) ) v | V

1
, ( 13)
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那么称 S ( t ) 在 B 中是挤压的,这里 QN
0
= I - PN

0
# 

定理 1  假设( 8)、( 9)满足下列条件:

1) 存在一个 ( V2, V1) 型紧吸引子 A;

2) 在 V1 中存在对于 S ( t ) 作用正不变的紧集 B;

3) S( t ) 在 B 中 Lipschitz连续且在 B 中是挤压的# 

那么( 8)、( 9)对 ( S ( t ) , B) 容许有( V2, V1) 型的指数吸引子 M

且    M= G
0 [ t [ t

*

S ( t )M* , ( 14)

这里

  M* = A G G
]

j= 1
G
]

k= 1
S( t * )

j
( E

( k )
) , ( 15)

此外,

  dF(M) [ 1 + N 0lg 1+
2l
D

lg
1
H
, ( 16)

  distV
1
( S( t ) B , M) [ c0e

- c
1
t
, ( 17)

其中 H、N 0、E
( k)
如文献[ 14] 中定义, l为S ( t * ) 在 B 中的 Lipschitz常数# 

命题 1  存在 t 0( B0) 使得

  B = G
0[ t [ t

0
( B

0
)
S( t ) B 0 ( 18)

是 V1 中紧的正不变集,并且吸收 V2 中的所有有界子集,其中 B0是 S ( t ) 在 V2中的闭吸收集# 

命题 2  设 B0, B 1分别为(8)、(9) 在 V2、V1 中的有界闭吸收集# 那么存在( V2, V1) 型紧

吸引子 A# 

关于命题 1和命题2的证明,参见文献[ 15]# 

2  解的性质及有界吸收集

本节,考虑下列带阻尼项的广义对称正则长波方程

  ut - Muxx + Qx + f ( u) x - uxxt = g 1( x ) ,   ( x , t ) I 8 @ R
+
, ( 19)

  Qt + ux + CQ= g2( x ) ,   ( x , t ) I 8 @ R
+
, ( 20)

具初始条件

  u( x , 0) = u0( x ) , Q( x , 0) = Q0( x ) ,   x I 8 ( 21)

和周期边界条件

  8 = (0, L )   且 u、Q是 8 _周期的, ( 22)

其中 M> 0为正常数, f B R y R为 C
2
连续函数, g1( x ) , g2( x ) I L

2
per( 8 )# 

在下文中,将记 H = L
2
per( 8 ) ,赋与其以通常内积(#, #) 和范数 +# +,而对所有1 [ p [

] ,用 +# + p表示L
p
per( 8) 中的范数( +#+2= +# +)# 通常, +# +X 表示任意Banach空间 X

的范数# 

根据 Galerkin方法, 易推出下列存在性结果# 

定理 2  假设 g1( x ) I L
2
per( 8 ) , g2( x ) I H

1
per( 8 ) ,则对( u0, Q0) I H

k
per( 8 ) @ H k- 1

per ( 8) ,

k = 1, 2,问题(19)、(20) 拥有定义在 R
+ 上的惟一解( u( t ) , Q( t ) ) 使得

  u( t ) I C( [ 0, ] ) ,H k
per( 8) ) ,

5 u
5 t I L

]
(0, T , H

k
per( 8) ) ,   PT > 0,
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  Q( t ) I C ( [ 0, ] ) ,H k- 1
per ( 8 ) ) ,

5Q
5 t I L

]
(0, T , H k- 1

per ( 8 ) ) ,   PT > 0# 

这一结果建立了映射H
k
per( 8) @ H k- 1

per ( 8) 到H
k
per( 8) @ H k- 1

per ( 8 )的动力系统 S ( t ) t\0的存在

性,它使得 S( t ) ( u0, Q0) = ( u( t ) , Q( t ) ) 为问题(19)、(20) 的解# 在文献[ 11] 及文献[ 12] 中
对 k = 1, 2,建立了 S ( t ) 对于初始数据的弱连续性, 即有下面命题# 

命题 3  假设 g1( x ) , g2( x ) I L
2
per( 8) 则对 k = 1, 2和 t \ 0, S( t ) :

  H
k
per( 8 ) @ H

k- 1
per ( 8 ) y H

k
per( 8) @ H k- 1

per ( 8 )

是连续的# 

贯穿全文中,总假设

  g1( x ) I L
2
per( 8) ,Q8

g1( x )dx = 0# ( 23)

在 8 上积分(19) 并且应用(23) ,发现 u( t ) 在 8 上的平均值守恒, 即,对所有 t > 0:

  H( u( t ) ) =
1

| 8 |Q8
u( x , t )dx =

1
| 8 |Q8

u0( x ) dx = H( u0)# ( 24)

这表明问题( 19)、( 20)在整个空间 H @ H 上没有有界吸收集# 为了克服此困难, 我们引
入H @ H 的子集:

  HA = ( u, Q) I L
2
per( 8 ) @ L 2

per( 8) : | H( u ) | [ A # 

( 24)暗示 HA在与系统(19)、(20) 相关的半群 S( t ) 作用下是不变的# 

现在回顾下面有界吸收集存在性结果# 

定理 3[ 12]  假设( 23)成立, g2( x ) I H
1
per( 8) , ( u0, Q0) I (H

k
per( 8) @ H k- 1

per ( 8 ) ) H H A, k

= 1, 2,那么存在依赖于数据(M, C, A, f , g 1, g2, 8) 的常数 Ek 使得

  +u +H
k [ Ek , +Q+H

k- 1 [ Ek ,   P t \ t k# 

其中 tk 依赖于数据( M, C, A, f , g1, g 2, 8) 和 R, 当 +u0 +H
k [ R, +Q0 +H

k- 1 [ R# 

定理 3的证明参见文献[ 12]# 
我们注意到定理 3表明球

  Bj = ( u, Q) I H
j
per( 8) @ H j- 1

per ( 8) : +u +H j [ Ej , +Q+H j- 1 [ Ej ( 25)

是 S ( t ) 在(H j
per( 8 ) @ H j- 1

per ( 8 ) ) H H A, j = 1, 2中的吸收集# 让

  V2 = (H
2
per( 8 ) @ H 1

per( 8 ) ) H H A, V1 = (H
1
per( 8) @ L

2
per( 8 ) ) H H A# 

由命题1,

  B = G
0[ t [ t

0
( B

2
)
S( t ) B 2 ( 26)

是 S ( t ) 在 V1中的紧正定不变集并且吸收 V2 中的所有有界子集# 由文献[ 15]中第五章命题

5. 1,知道由问题( 19)、( 20)定义的非线性半群 S( t ) 拥有( V 2, V1) _型紧吸引子

  A= G
s\0

G
t\ s
S( t ) B 2, ( 27)

这里闭包在 V1中取# A在 V 2中有界# 
为了建立指数吸引子的存在性,我们需要证明动力系统 S ( t ) 在 B中的Lipschitz连续性和

挤压性# 

3  指数吸引子

本节,我们证明( 19)、( 20)容许有一个 ( V2, V1) 型指数吸引子 # 我们首先证明与(19)、

(20) 联系的动力系统 S( t ) 在 B 上的Lipschitz连续性,准确地,我们有:

定理 4  假设( 23)成立, g2( x ) I H
1
per( 8) , ( u1( t ) , Q1( t ) ) 和( u2( t ) , Q2( t ) ) 为问题(19)、
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(20) 的具初值( u10, Q10)、( u20, Q20) I B 的两个解, 那么有

  +u1( t ) - u2( t ) +H 1 + +Q1( t ) - Q2( t ) +L2 [

    eC t
( +u10- u20 +H

1+ +Q10- Q20+L
2) , ( 28)

其中 C 为只依赖于(M, C, A, f , g 1, g2, 8) 的常数# 

证明  令 u( t ) = u1( t ) - u2( t ) , Q( t ) = Q1( t ) - Q2( t ) , 那么由( 19)、( 20) ,发现

  ut - Muxx - uxxt + Qx + ( f ( u1) - f ( u2) ) x = 0, ( 29)

  Qt + ux + CQ= 0, ( 30)

分别取( 29)同 u, (30) 同 Q在H 中作内积,然后将其相加得到

  1
2

d
dt ( +u +2

+ +ux +2
+ +Q+2

) + M+ux +2
+ C+Q+2 [

    ( f ( u1) - f ( u2) , ux ) , ( 31)

由 B 的构造,有( u1( t ) , Q1( t ) ) , ( u2( t ) , Q2( t ) ) I B 对所有 t > 0成立,由于

  Q8
(f ( u1) - f ( u2) ) uxdx = Q8

f c( N) uux dx , ( 32)

这里 N= Su1+ (1- S) u2 I B , S I (0, 1)# 由Agmon不等式

  +u + ] [ C1 +u +1/ 2 +u +
1/ 2

H ,   Pu I H
1
per( 8 ) , ( 33)

推得 +N+ ] [ C1E 1# 注意到 f 为C
2光滑函数, 由( 31)、( 32)推得

  d
dt
( +u +2

+ +ux +2
+ +Q+2

) [ 2C( + u +2
+ +ux +2

+ +Q+2
) , ( 34)

由Gronwall不等式, 我们得

  ( + u +2
+ +ux +2

+ +Q+2
) [ ( +u0 +2

+ +u0x +2
+ +Q0+2

) e
2C t
, ( 35)

定理证明完毕# 

现在我们引入由 D(A ) 到H 的算子A = - 5xx , 具有定义域:

  D (A) = u I H
2
( 8) : u( x , t ) = u ( x + L , t ) ,

明显地, A 是无界自伴正定算子并且其逆A- 1 为紧的# 因此存在 H 的一组正交基底 w i
]
i= 1

构成 A 的特征向量,使得

  Aw i = Kw i , 0 = K1 < K2 [ , [ Ki [ ,{ + ] , 当 i y ]

对 PN ,用 P = PN :H y span w 1, w 2, ,, wN 表示正交投影算子, Q = QN = I - PN# 

下面,我们要利用

  +A 1/ 2
u + =

5 u
5x ,   u I H

1
( 8 ) , ( 36)

  +A 1/ 2
u + \ K

1/ 2
N+ 1 +u +,   u I QNH , ( 37)

  +QNu + [ + u +,   u I H , ( 38)

  +AQNu + = +QNAu + [ +Au +,   u I D (A)# ( 39)

现在证明半群 S ( t ) 的挤压性# 为此首先陈述下面结果:

定理 5  假设 ( u1( t ) , Q1( t ) ) 和( u2( t ) , Q2( t ) ) 是问题(19)、(20) 具有初始值( u10, Q10)、

( u20, Q20) I B 的两个解,则( q, G) = QN ( u1- u2, Q1- Q2) 满足

  +q +2
H

1+ + G+2 [ e- �Ct +
�CK- 1

N+ 1

C
-

+ 2C
e2Ct ( + u0+2

H
1 + +Q0 +2

) ,

其中 C、�C 和�C 只依赖于数据(M, C, A, f , g1, g2, 8 )# 

证明  设 ( u( t ) , Q( t ) ) = ( u1( t ) - u2( t ) , Q1( t ) - Q2( t ) ) , ( q, G) = QN ( u1- u2, Q1 -

263带有阻尼项的广义对称正则长波方程的指数吸引子



Q2) ,对(29)、(30) 作用 QN , 得到

  qt - Mqxx - qxx t + Gx + QN [ ( f ( u1) - f ( u2) x ] = 0, ( 40)

  Gt + qx + CG= 0, ( 41)

取( 40)同 q 作内积,得到

  1
2

d
dt
( +q +2

+ +qx +2
) + M+qx +2

=

    - ( Gx , q ) - ( QN [ (f ( u1) - f ( u2) ) x ] , q) , ( 42)

对( 42)右边第 2项, 我们有

  - (QN [ ( f ( u1) - f ( u2) ) x ] , q ) [ Q8
QN [ ( f ( u1) - f ( u2) ) x ] qdx [

    +QN [ ( f ( u1) - f ( u2) ) x ] + +q + [ +(f ( u1) - f ( u2) ) x + +q + [

    [ +f c( u1) + ] +ux + + +f d( N
-

) + ] + u2x + ] + u +] + q+ [

    [ +f c( u1) + ] +ux + + +f d( N
-

) + ] + u2x + ] + u +] K- 1/ 2
N+ 1 + qx + [

    C2K
- 1
N+ 1( +u +2

+ +ux +2
) + (M/ 2) +qx +2

, ( 43)

其中 C2只依赖于(M, C, A, f , g 1, g2, 8)# 结合( 42)与( 43)得到

  1
2

d
dt
( +q +2

+ +qx +2
) +

M
2

+ qx +2 [

    C2K
- 1
N+ 1( +u +2

+ +ux +2
) + Q8

Gqxdx , ( 44)

取( 41)同 G在H 中作内积,有

  1
2

d
dt + G+2

+ C+ G+2
= - ( qx , G) , ( 45)

( 44)与( 45)相加, 有

  d
dt
( +q +2

+ +qx +2
+ + G+2

) + M+qx +2
+ C+ G+2 [

    �CK- 1
N+ 1( +u +2

+ + ux +2
+ +Q+2

) , ( 46)

由于

  +qx +2 \ 1
2

+qx +2
+

1
2
KN+ 1 +q +2 \ Ĉ ( +q +2

+ +qx +2
) ,

因此由定理4, 我们推出

  d
dt
( +q +2

+ +qx +2
+ + G+2

) + �C ( +q +2
+ +qx +2

+ +G+2
) [

    �CK- 1
N+ 1( +u +2

+ + ux +2
+ +Q+2

) [

    �CK- 1
N+ 1( +u0 +2

+ +u0x +2
+ +Q0+2

) e2C t
, ( 47)

由Gronwall不等式, 得到

  +q +2
+ +qx +2

+ + G+2 [ ( +q(0) +2
+ +qx(0) +2

+ +G(0) +2
) e
- �C t

+

    
�CK- 1

N+ 1

C
-

+ 2C
( +u0 +2

+ +u0x +2
+ +Q0 +2

) e2C t [

    e- �C t
+
�CK- 1

N+ 1

C
-

+ 2C
e2C t ( +u0+2

+ +u0x +2
+ +Q0 +2

) , ( 48)

定理 5# 证毕# 

现在我们证明半群 S ( t ) 的挤压性质# 
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定理 6  与问题( 19)、( 22)联系的半群 S ( t ) 在 B 中满足挤压性质# 

证明  让 t * > 0固定并且假设

  +PNu +2
H1 + +PNQ+2 [ +QNu +2

H 1+ +QNQ+2
, ( 49)

则我们可以导出

  +u ( t * ) +2
+ + ux( t * ) +2

+ +Q( t * ) +2 [

    +PNu( t * ) +2
H
1 + +PNQ( t * ) +2

+ +QNu( t * ) +2
H

1+ +QNQ( t * ) +2 [

    2( +QNu( t * ) +2
H

1 + +QNQ( t * ) +2
) [

    2 e- �Ct* +
�CK

- 1
N+ 1

C
-

+ 2C
e2Ct* ( +u0 +2

+ +u0x +2
+ +Q0+2

) [

    ( +u0 +2
+ +u0x +2

+ +Q0 +2
) / 64, ( 50)

只要让 t * > 0足够大使得

  e- Ct * [ 1/ 256, ( 51)

并且选取 N0 足够大使得

  (�CK- 1
N+ 1/ (�C + 2C) ) e2C t

* [ 1/ 256, ( 52)

定理 6证毕# 

现在给出我们的主要结果:

定理 7  假定( 23)成立, g2( x ) I H
1
per( 8) , ( u0, Q0) I (H

k
per( 8) @ H k- 1

per ( 8 ) ) H HA, k =

1, 2,那么问题(19)、(20) 拥有( V2, V 1) 型指数吸引子M且

  dF(M) [ 1 + 161+ C/�C
C4 C

~

/ ( C
-

+ 2C) , ( 53)

  distV
1
( S( t ) B , M) [ C5e

- C
6
t
, ( 54)

其中 C、�C、�C、C4、C5和 C6为与方程的解无关的常数# 

证明  由定理 1,定理4及定理 6知道问题( 19)、( 22)拥有 ( V 2, V1) 型指数吸引子 M# 注

意到 KN ~ N
2 且让 D、H固定,从( 52)我们得到指数吸引子分形维数的估计( 53)因此定理 7证

毕# 
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Exponential Attractor for the Generalized Symmetric

Regularized Long Wave Equation With Damping Term

SHANG Ya_dong,  GUO Bo_ling

( 1. School of Ma them atics and Inform ation Scien ce , Guan gzhou Un iver sity ,

Guangzhou 510405, P . R . China ;

2. In stitute of Applied Phy sics and Com putati ona l Mathem atics ,

P . O . Box 8009, Beijin g 100088, P . R . China )

Abstract: The global fast dynamics for the generalized symmetric regularized long wave equation with

damping term is considered. The squeezing property of the nonlinear semi_group associated with this

equation and the existence of exponential attractor are proved. The upper bounds of its fractal dimen-

sion are also estimated.

Key words: symmetric regularized long wave equation; asymptotic behavior; squeezing property; expo-

nential attractor
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