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摘要 :  进一步阐明了现有极性连续统力学的能量守恒定律在理论上的不完整性# 为能使之完整

起见,提出了全功能原理及增率型全功能原理# 通过对它们的全变分, 即可分别得到虚位移_微转

动和虚应力_偶应力原理及虚速度_角速度和虚应力率_偶应力率原理# 从这些原理可以同时而且

很自然推导出微极连续统力学的所有均衡方程和边界条件# 所得到非传统结果与现有能量守恒

定律问题存在的本质性差异作了说明# 

关  键  词:  微极连续统;  全功能;  全虚功能;  增率型;  能量守恒定律

中图分类号:  O33   文献标识码:  A

引   言

最近,我们对国内外经典连续统力学文献中广泛应用的能量守恒定律进行了再研究,并且

指出该定律既使是在传统的框架下也是理论上不完整的# 

极性连续统的能量定恒定律的现状和经典连续统力学的情况相似# 为了改变这一现状,

似有必要建立新的全功能原理来代替现有的能量守恒定律# 

局部能量均衡方程并不能自然地由相应的能量定恒定律推导出来这一事实,似乎也可以

把它看做是极性连续统力学中的一个理论上尚待解决的问题# 

本文的目的就是试图解决这个问题# 为此,我们将提出一个微极连续统的全功能原理,并

由它推导出运动方程、局部能量均衡方程、所有边界条件以及它们的增率形式# 通过对该原理

进行全变分即可得到微极连续统力学的虚位移_微转动和虚应力_偶应力原理及虚速度_角速度

和虚应力率_偶应力率原理# 在本文中,我们将随时阐明本文的新结果与现有能量守恒定律

之间的本质差异# 

本文是文献[ 1]至文献[ 9]的直接继续# 
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1  微极连续统力学的耦合型全功能原理

111  耦合型全功能原理

这个原理表明, 所有力(体力, 面力和惯性力)和它们的矩所作的全功等于全内能# 

数学上,这个原理可以表述为:

  QV
QEdv = QV Q( f - v

-

#
)#udv + RA

t ( n) #uda +

       QV
Q[ ( l - R

#
) + x @ ( f - v

-

#
) ]#Udv +

       RA
( m( n) + x @ t ( n) ) # Uda, ( 1)

式中 E、f、l、u、U、t ( n)、m( n)、v-= v + U
#

@ x 和 R
#
分别表示内能密度、体力、体力矩、位移、微转

动、面力矢量、面力矩矢量、耦合速度和自旋密度# 

这里要着重指出的是这个原理是耦合型的# 如果把耦合速度 v
-
用速度 v, 代替, 则式( 1)

便归结为半耦合型的,亦即

  QV
QEdv = QV Q( f - v

#
)#udv + RA

t ( n)#uda +

       QV
Q[ ( l - R

#
) + x @ ( f - v

#
) ]#Udv +

       QA ( m( n) + x @ t ( n) )#Uda# ( 2)

这个原理是文献[ 1]中提出来的,但在当时并没有应用# 另外,如果交叉项还可以忽略,则原理

( 2) 便归结为非耦合型的,亦即

  QV
QEdv = QV

Q( f - v
#
)# udv + RA

t ( n) #uda +

       QV
Q[ ( l - R

#
) ]#Udv + RA

m ( n)#Uda# ( 3)

这便是在传统的微极连续统力学中惯用的形式# 

112  局部均衡方程

考虑到下列关系式

  t = n1 t ( n) ,   t ( n) l = nkt kl , ( 4)

  m = n1m( n) ,   m( n) l = nkmkl , ( 5)

式中 tkl 和mkl 分别为应力和偶应力张量, 则原理( 1)可以重新整理成下列形式:

  QV
[ Q( f l - v-

#
l ) + tkl , k ] u l + [ Q( ll - R

#
l ) + mk l, k + Elmntmn ] +

    Elmn xm [ Q( f n- v
- n ) + tkn, k ] Ul - [ QE- tklul , k -

    ( mkl + Elmnxmtkn ) Ul, k ] dv = 0# ( 6)

由于 ul 和 Ul是任意的,而且式(6) 必须对每个部分 V 成立,再假定被积函数式是连续的,

则Cauchy形式的微极连续统力学的运动方程和局部能量均衡方程即可同时而且很自然地写

成下列形式:

  Q( v
-

#
l - f l ) - t kl, k = 0, ( 7)

  Q( R
#
l - l l ) - mkl , k - Elmntmn = 0 ( 8)
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和

  QE= t klul , k + ( mkl + Elmn xmtkn ) Ul, k = tkl ( ul , k - xm 5ml , k) + mklUl, k , ( 9)

式中 5ml = - EmlnUn 可以称为微转动张量# 

这里有必要指出,上列局部能量均衡方程是不可能从现有的/能量守恒定律0推导出来的
(例如,对非耦合型的,可参阅文献[ 10] ;对半耦合型的,可参阅文献[ 1] )# 

2  微极连续统力学的全虚功能原理

这个原理可以通过对( 1)进行全变分直接得到# 我们现在把它分解成下列全虚位移和微

转动及全虚应力和偶应力两个原理:

  QV
D( QE)

p
dv = QV

Q( f - v
-

#
)#Dudv + RAt

t
-
( n) #Duda +

    QV Q[ ( l - R
#
) + x @ ( f - v

-

#
) ] #DUdv + RAm

( m
-

( n) + x @ t
-
( n) )#DUda ( 10)

及

  QV
D( QE)

c
dv = QV

QD(f - v
-

#
)#udv + RA u

Dt ( n) #u
-
da +

    QV QD[ ( l - R
#
) + x @ ( f - v

-

#
) ]#Udv + RAU

D( m ( n) + x @ t ( n) )#U
-
da, ( 11)

式中 ( QE)
p
和( QE)

c
分别为势能和余势能# 

3  微极连续统的耦合型全功能增率原理

311  原理

这个原理表明, 全功的时间变化率等于全能率# 

数学上,它可以表述成下列形式:

  d
dtQV

QEdv =
d
dt QV Q( f - v

-

#
)#udv + RA

t ( n)#uda +

    QV Q[ ( l - R
#
) + x @ ( f - v

-

#
) ] #Udv + RA

( m ( n) + x @ t ( n) ) #Uda , ( 12)

经过较长的推导,上列表达式可以重新整理成下列形式:

  QV
[ Q( f l - v-

#
l ) + tkl , k ] u

#
l + [ Q(f

#

l - v-
##
l ) + t

#
kl , k ] u l + [ Q( l l - R

#
l ) +

    mkl, k + Elmntmn] + Elmnxm [ Q(f n - v
-

#
n) + t kn, k U

#
l +

    [ Q( l
#

l - R
-

##
l ) + m

#
kl, k + Elmn ( t

#
mn+ tmnvr , p) ] +

    Elmnu
#
m [ Q( f n - v-

#
n) + tkn, k ] + Elmnxm [ Q(f

#

n- v
-

##
n) + t

#
kn, k ] Ul -

    [ QE
#
- ( t

#
klul , k + tkl u

#
l, k + m

# *
klUl , k + m

*
kl U

#
l , k) ] dv = 0, ( 13)

式中

  t
#
kl , k = t

#
kl , k - tkl , pv

-
p , k + tkl , kv

-
p , p , ( 14)

  u
#
l, k = u

#
l , k - ul , pv

-
p , k + ul , kv

-
p , p , ( 15)

  m
#
kl, k = m

#
kl , k - mkl, pv- p , k + mkl, kv- p , p , ( 16)

  U
#
l , k = U

#
l, k - Ul , pv

-
p , k + Ukl, kv

-
p , p , ( 17)
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  m
*
kl = mk l + Elmnxmt kn# ( 18)

在推导过程中, 我们用到了下列结果(请见文献[ 8]和文献[ 11] ) :

  d
dt
( XK, k) = - XK, p vp , k, ( 19)

  d
dt
( 5K , k) = - 5K , pU

#
p , k , ( 20)

  d
dt
(dv) = - vp , pdv# ( 21)

312  局部均衡方程

由于 u
#
l , U

#
l , u l和 Ul都是任意的,而且式 ( 13) 对每个部分 V 都必须成立,于是在假定被

积函数式为连续的条件下即可同时而且很自然地得到下列微极连续统力学的运动方程, 它们

的增率形式和局部能率均衡方程:

  Q( v
#
l - f l ) - t kl, k = 0, ( 22)

  Q( R
#
l - l l ) - mkl , k - Elmntmn = 0, ( 23)

  Q( v
##
l - f

#

l ) - t
#
kl, k = 0, ( 24)

  Q( R
&
l - l

#

l ) - m
#
kl, k - Elmn( t

#
mn + tmn vp , p ) = 0, ( 25)

  QE
#
= t

#
klul , k + tkl u

#
lk + m

# *
klUl , k + m

*
klU

#
l, k ( 26)

或

  QE
#
= t

#
klul , k + tklu

#
l , k + m

# *
klUl, k + m

*
klU

#
l , k , ( 27)

式中

  t
#
kl = t

#
kl - tp l v k , p + tkl vp , p , ( 28)

  m
#
kl = m

#
kl - mpl vk , p + mkl vp , p , ( 29)

  t
#*
kl = m

# *
kl - m

*
p l vk , p + m

*
kl v p , p , ( 30)

如果 v l 用v l 代替,则上列诸式便归结为半耦合型的结果(请见文献[ 2] )# 另外,如果系统还是

不可压缩的(即 vp , p = 0) ,而且速度梯度又可以忽略(即 v k , p = 0) , 则得

  Q( v
#
l - f l ) - t kl, k = 0, ( 31)

  Q( R
#
l - l l ) - mkl , k - Elmntmn = 0, ( 32)

  Q( v
##
l - f

#

l ) - t
#
kl, k = 0, ( 33)

  Q( R
##
l - l

#

l ) - m
#
kl, k - Elmnt

#
mn = 0, ( 34)

  QE
#
= t

#
klul , k + tklu

#
l , k + m

# *
klUl, k + m

*
klU

#
l , k# ( 35)

容易看出,从式 ( 35) 我们即可得到局部能量均衡方程,亦即,式( 9)# 

313  边界条件

从原理 ( 12) 可以推导出微极连续统力学的所有边界条件# 为节省篇幅,我们略去推导

过程,并只给出最后结果# 

应力和应力率矢量

  t
-

( n) l = nktkl , ( 36)

  t
H
( n) l = nkt

#
kl + tkl ( vp , rnknr - vp , k) np# ( 37)

偶应力和偶应力率矢量

  m
-

( n) l = nkmkl , ( 38)
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  m
H
( n) l = nkm

#
kl + mkl ( vp , rnknr - vp , k) np# ( 39)

位移和位移率矢量

  u
-

l = u l , ( 40)

  u
H
l = u

#
l - ul ( vp , p - vp , r) npnr# ( 41)

微转动和微转动率矢量

  U
-

l = Ul , ( 42)

  U
H
l = U

#
l - Ul ( v p , p - vp , r) npnr# ( 43)

4  微极连续统力学的增率型全虚功能原理

这些原理可以直接对全虚位移_微转动和全虚应力_偶应力原理[即式( 10)和式( 11) ]取全

时间变化率得到,亦即

  d
dtQV

D( QE) pdv =
d
dtQV

Q (f - v
-

#
)#Du+ [ ( l - R

#
) + x @ (f - v

-

#
) ] #DU dv +

    d
dtRA

[ t
-
( n)#Du+ ( m

-
( n) + x @ t

-
( n) )#DU] da, ( 44)

和

  d
dtQV

D( QE) cdv =
d
dtQV Q D( f - v

-

#
)#u + [D( l - R

#
) + x @ ( f - v

-

#
) ]#U dv +

    d
dtRA

[Dt ( n)#u
-
+ D( m( n) + x @ t ( n) ) #U- ] da# ( 45)

从原理( 44)和( 45)可以很自然地推导出微极连续统力学的运动方程, 它们的增率形式势

能率和余能率局部均衡方程和所有边界条件# 可以看出, 这些结果是相当一般的, 并且包括

许多特殊情形# 

5  结   语

前述结果都是用Cauchy形式表述的# 通过变换, Piola 形式和Kirchhoff形式的相应结果即

易导出# 

通过局部化,非局部微极连续统力学的均衡方程可以从本文提出的原理得到# 

在结束时, 我们愿意指出,本文的思路和结果都是非传统的, 并将有助于完善微极连续统

力学的基本定律和原理体系# 
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Renewal of Basic Laws and Principles

for Polar Continuum Theories ( Ø)
) ) ) Principle of Total Work and Energy

DAI Tian_min

( Depa rtm ent of Mathem atics & Center f or The App lication of Mathematics ,

Liaoning University , Shenyang 110036, P. R. China)

Abstract: Theoretical incompleteness of the existing conservation laws of energy for polar continuum

mechanics is further clarified. For completeness, the principles of total work and energy and of total

work and energy of incremental rate type are postulated. Via total variations of the former and the lat-

ter of them, the principles of virtual displacement and microrotation & stress and couple stress as well

as virtual velocity and angular velocity & stress rate and couple stress rate are immediately obtained,

respectively. From these principles all balance equations and boundary conditions for micropolar me-

chanics are naturally and simultaneously deduced. The essential differences between the nontraditional

results obtained in this paper and the existing conservation laws of energy are expounded.

Key words: micropolar continua; total work and energy; total virtual work and energy; incremental

rate type; conservation law of energy
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