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摘要: � 提出了形成三维 Michell桁架的有限元方法�� 采用正交异性纤维增强复合材料模型模拟

Michell桁架�� 纤维在节点处的密度和方向作为基本设计变量�� 根据有限元分析得到节点位置的

应力和应变�� 采用迭代方法,将纤维方向调整到主应力方向;根据纤维方向的应变改变纤维密度.

仅需少量迭代即可得到满足Michell准则的应变场和类桁架连续体�� 最后根据节点处的纤维方向

用连续线表示出Michell桁架�� 几个算例表明了算法的有效性和计算效率��
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引 � � 言

Michell[ 1]的单工况应力约束下结构拓扑优化理论, 在拓扑优化领域占有重要的地位�� 据

此建立的优化结构称为Michell桁架,又称最小重量桁架�� 后来的研究使该理论得到进一步的

发展[ 2~ 8] ,并证明Michell桁架也是柔度约束下的最小重量桁架�� 人们用解析方法得出了一些

工况下Michell桁架的形式[ 8~ 10]�� Michell桁架具有严格的理论基础,通常可作为一个理论上

限来检验各种由数值算法得到的拓扑优化结果�� 但是,用解析方法推导 Michell桁架一直是一

件极为困难的工作�� 尤其是三维Michell桁架, 由于具有一些特殊性质
[ 8]

, 相关研究工作更少

�� 目前尚无建立 Michell桁架的一般性解析方法, 所以,研究数值解法具有重要意义��

为了优化结构拓扑, 人们提出了各种数值方法�� 基结构方法用于离散结构的拓扑优化,一

般有计算量大, 奇异性[ 11, 12]等问题�� Bends�e 和Kikuchi提出的均匀化方法[ 13]采用均匀化理论

计算每个设计单元的材料性质,将拓扑优化问题转化为材料分布问题�� 在隋允康提出的独立

连续拓扑变量及映射变换方法[ 14] , Xie 和 Steven 提出的渐进结构优化方法[ 15]中, 根据各单元

应力水平决定其取舍,从而使结构拓扑逐步演化�� 为了得到清晰的( 0_1)拓扑设计, 广泛采用

抑制中间密度的方法�� 优化结果一般受单元划分,罚函数选取等因素影响�� 拓扑优化结果为

带孔洞的板或实体�� 研究表明, 当体积比趋于零时, 这样的带孔板趋于最小重量桁架�� 所以
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Michell桁架对验证带孔洞板的数值优化结果也起着重要作用�� 在自由材料优化[ 16~ 19]问题

中,使用一般各向异性材料模型,弹性张量 E ijkl为设计变量�� 目前优化结果难以形象化描述,

也不适于在工程中直接应用�� 关于拓扑优化方法的一般研究情况可参见综述文献[ 20, 21]��

本文以文献[ 22]为基础,采用正交异性材料模型, 用有限元方法建立了三维 Michell桁架��

用连续线段表示 Michell桁架中的分布杆件�� 本文还讨论了该材料模型描述 Michell桁架的合

理性,并在算法上对文献[ 22]作了改进��

1 � 正交异性材料本构关系

1. 1 � 材料主轴方向的弹性矩阵
Michell桁架一般是各向异性连续结构�� 为了用有限元描述该结构,本文采用纤维增强正

交异性复合材料模型�� 在 1. 3节中将要说明, 该正交异性复合材料模型同样可以描述 Michell

桁架中杆件非正交的情况�� 在基材料中嵌入 3组正交纤维,这些连续分布的正交纤维将形成

连续的或离散的Michell桁架�� 3组正交纤维的方向记作 l i ,各分量为 li 1, li2, li 3( i = 1, 2, 3)�� 3

组纤维的应力、应变分别记作 �
�
i , �j ( i = 1, 2, 3)�� 以这3组纤维方向为法线的平面为材料主平

面�� 纤维密度记作 t i ( i = 1, 2, 3)�� 也就是,在材料主平面 i上取微元面dA i ,其中含有纤维的

面积为 t idAi�� 假设基材料在主平面拉压刚度为零, 也就是基材料在主平面不承担法向应力��

作用在微元面 dA i 上的内力为�
�
i tidA�� 作用在微元面 dAi 上的平均应力(以下简称应力)为

� � �i = t i�
�
i � � ( i = 1, 2, 3)�� ( 1)

假设 3组纤维的弹性模量都是 E, 纤维的应力应变关系可以表示为:

� � ��i = E�i � � ( i = 1, 2, 3)�� ( 2)

根据Michell桁架的特点, 相邻的平行杆之间没有相互作用, 可以假设横向变形系数为零�� 结

合式( 1)、( 2) , 复合材料在纤维方向的应力应变关系可以写作

� � �i = Et i�i � � ( i = 1, 2, 3)�� ( 3)

在Michell桁架中,内力沿杆件方向�� 所以,在材料主平面上没有剪应力和剪应变,剪切模

量不起作用�� 但在迭代过程中,在材料主平面上的剪应力和剪应变不为零,所以剪切模量不能

为零�� 否则,刚度矩阵会发生奇异,平衡将不稳定,甚至不可能�� 从迭代收敛过程分析,剪切弹

性模量过小也会导致迭代收敛过慢;剪切弹性模量过大又会使迭代过程出现震荡�� 本文假设

剪应力、应变关系为

� � �23 �31 �12
T
= 0. 25E�diag t 2+ t 3 t3+ t 1 t 1+ t 2 �23 �31 �12

T
, ( 4)

这里 �23、�31、�12、�23、�31、�12分别是在主平面上的剪应力和剪应变; diag 表示对角矩阵�� 算例

表明, 如此选取剪切模量,在优化结果中, 在材料主平面上的剪应力小于最大正应力的 10
- 7

倍,可以忽略��

结合式( 3)、( 4) ,材料的本构关系可以写作

� � �� = �D��, ( 5)

这里 ��、��是材料主轴方向的应力、应变列阵�� �D 是材料主轴方向的弹性矩阵
� � �D( t 1, t 2, t 3) =

� � � � E�diag t 1 t 2 t3 ( t 2+ t 3) / 4 ( t3 + t 1) / 4 ( t 1+ t 2) / 4 �� ( 6)

1. 2 � 整体坐标系下的弹性矩阵

在 oxyz 整体坐标系下,应力、应变列阵记作 �, ��� 在整体坐标系下的本构关系可以写作
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� � � = D�, ( 7)

D 是整体坐标系下的弹性矩阵

� � D( t 1, t 2, t 3; l 1, l2, l 3) = T
T
�( l 1, l 2, l 3)��D( t 1, t2, t 3)�T�( l 1, l 2, l3) =

� � � � E

t11 0 0 0 t 31/ 2 t 12/ 2

� t 22 0 t 23/ 2 0 t 12/ 2

� � t 33 t 23/ 2 t 31/ 2 0

� � � ( t0- t 11) / 4 t 12/ 2 t 31/ 4

� 对 � � ( t 0- t 22) / 4 t 23/ 4

� � 称 � � ( t 0- t 33) / 4

, ( 8)

其中 T�是应变坐标转换矩阵,其它参数如下:

� � t 0 = �
3

k= 1
tk , tij = �

3

k= 1
likljktk � � ( i , j = 1, 2, 3)�� ( 9)

1. 3 � 弹性矩阵的进一步分析

上述材料模型是正交异性,可以描述 Michell桁架杆件中的正交杆件�� 下面说明正交异性

材料模型也可以描述 Michell桁架中非正交杆件的材料性质��

根据Michell桁架性质可知, 1)如果两个杆件不正交,在这两个杆件所在的平面内任意方

向都可以有杆件,且这些杆件都达到允许应变�� 该平面内任意方向都没有剪应变�� 2)如果过

一点有3个杆件不正交,也不共面,该点任意方向都可以有杆件,且这些杆件都达到允许应变,

该点任意平面都没有剪应变�� 下面讨论后一种情况,前一种情况的证明方法类似��

根据上述讨论, 后一种情况下,任意坐标系下的应变列阵为

� � �= �p [ 1 � 1 � 1 � 0 � 0 � 0] T, ( 10)

�p 为允许应变,取 �p = �p / E , �p 为允许应力�� 假设某点有 n个杆件,杆件密度和方向分别为

t
�
i , l
�
i ( i = 1, 2, . . . , n)�� 材料在整体坐标系下的弹性矩阵为:

� � D = �
n

i= 1

T
T
�( l
�
i , 0, 0)��D( t

�
i , 0, 0)�T( l

�
i , 0, 0)�� ( 11)

一般是非正交异性的�� 在整体坐标系下的应力列阵为

� � � = D�=

� � � � E�p �
n

i= 1
l
�2
i1 t
�
i �

n

i = 1
l
�2
i 2t
�
i �

n

i= 1
l
�2
i3t
�
i �

n

i= 1
l
�
i2l
�
i3 t
�
i �

n

i= 1
l
�
i3 l
�
i 1t
�
i �

n

i = 1
l
�
i 1l
�
i2 t
�
i

T

�� ( 12)

设主应力的大小为 �*i ( i = 1, 2, 3)�� 在应力主方向的应力列阵可以写作

� � �� = [ �*1 � �*2 � �*3 � 0 � 0 � 0]T�� ( 13)

如果采用式( 6)的正交异性弹性矩阵,纤维方向取为应力主方向,纤维密度取为

� � ti = �
*
i / E�p � � ( i = 1, 2, 3) , ( 14)

在式( 10)给出的应变状态下, 应力列阵就是式( 13) �� 所以正交异性材料模型可以描述 Michell

桁架中杆件非正交时的材料性质��

2 � 有限元分析

纤维在节点处的密度和方向作为设计变量,单元内任一点的弹性矩阵由该单元各节点处
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的弹性矩阵利用形函数插值得到��

2. 1 � 迭代算法

1) 用有限元划分设计域��

2) 初始化设计变量�� 设 3组纤维密度均为 1, 分别沿3个坐标轴方向��

3) 进行有限元分析�� 节点处的应变由该节点相邻单元在该节点处的应变平均值计算��

4) 将纤维方向调整到主应力方向�� 按照类似应力比方法改变纤维密度,

� � t
k+ 1
in =

t
k
in�

k
in / �p , � � t

k
i n�

k
in/ �p > t

k
th,

t
k
th, � � � � t

k
in�

k
in/ �p � t

k
th,
� � t

k
th = R � max

i= 1,2, 3
n= 1, 2, �, N

t
k
in�

k
in / �p

� � ( i = 1, 2, 3; n = 1, 2, �, N ) , � � � ( 15)

这里上标 k , k+ 1表示迭代数,下标 i为材料主轴指标; n为节点号; tth是为了避免刚度矩阵奇

异而引入的最小密度值, 本文取纤维在所有节点处各方向的密度最大值的 R = 10- 7倍��

重复 3)、4)步,直到两次迭代的体积相对误差小于一定的相对误差容许值则认为已经收

敛,迭代结束�� 本文取迭代的相对误差容许值为 0. 5%��

收敛后,纤维方向与主应力方向趋于一致�� 在材料主平面的剪应力和剪应变为零�� 沿纤

维方向的应变趋于允许应变�� 否则,纤维密度趋于最小密度值(几乎没有材料) , 应力(而不是

应变)趋于零�� 这些特征与 Michell桁架一致�� 因此, Michell准则被满足了�� 本文研究的是单

工况,拉伸和压缩允许应力相等的拓扑优化问题, 所以不存在奇异性问题
[ 21]��

2. 2 � 形成 Michell桁架

选择适当的起始点, 如集中力作用点,沿起点的某一纤维方向作直线, 与单元的边界交点

为线段终点�� 由此得到单元内的一条线段�� 为提高计算精度,直线方向采用一次修正�� 以该

线段的终点为下一线段的起点确定下一线段�� 如此反复,形成一条连续的折线,直到达到设计

域边界�� 单元边界上任一点的纤维方向由该点所在单元面 4个节点处的纤维方向加权平均计

算��

3 � 数 值算 例

所有算例采用 8节点立方体等参元�� 弹性模量为 E = 210 � 109N/ m2�� 允许应力为 �p =

160 � 106N/ m2
,长度单位为m��

图 1� 例 1设计域及荷载

例 1 � 图 1是长方体设计域, 下表面所有节点在水平方向

固定,上表面内中点受到扭矩作用�� 实际计算时,在最上层中

间单元上表面的 4个节点上作用 4个集中力构成扭矩�� 使用

15 � 15 � 7正方体单元�� 图 2给出了 6次迭代后得到的拓扑优

化结构�� 图3是由解析方法得到的准确解答��

例 2 � 图 4是正方体设计域, 上表面中心受到一个竖直向

上集中力作用, 下表面 4个角点受到可动铰支座支撑�� 图 5给

出了 6次迭代后的优化框架��

例 3 � 图 6也是正方体设计域, 上表面对称地受到 4个竖直向上集中力作用,下表面 4个

角点受到固定铰支座支撑�� 图 7给出了7次迭代后的优化框架�� 图8( a)给出了理想化后的结

构�� 许多文献的拓扑优化结果对应的理想化后的拓扑结构如图 8( b)所示�� 容易验证,这两个
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� 图 2 � 例 1优化结构 � � � � � � � � � � � � 图 3 � 例 1Michell桁架

图 4� 例 2设计域,支撑条件及荷载 � � � � � � 图 5 � 例 2优化结构 �

图 6� 例 3设计域,支撑条件及荷载 � � � � � � 图 7 � 例 3优化结构 �

( a) � � � � � � � ( b)

� 图 8 � Michell桁架

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
结构的体积是相同的�� 实际上, Michell桁架不是

唯一的
[ 23]�� 虽然图 8( a)结构是不稳定的, 但都是

Michell桁架��

在最后两个算例中, 由于 x , y 坐标面为对称

面,这里仅计算了四分之一�� 使用了 10 � 10 � 20

正方体单元��
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4 � 结 � � 语

本文提出了用有限元构造三维Michell桁架的方法,包括连续的和离散的Michell桁架�� 优

化结果以致密的连续折线表示�� 作为自由材料优化设计问题,本文采用后处理技术给出了更

为直观的表述方式�� 相对其它方法,使用较少的单元就可以得到Michell桁架中更细部的结构��

致谢 � 感谢华侨大学科研基金资助��
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Abstract: The finite element method to form Michell truss in three_dimensions is presented. The or-

thotropic composite with fiber_reinforcement is employed as the material model to simulate Michell

truss. The orientation and densities of fibers at nodes are taken as basic design variables. The stresses

and strains at nodes are calculated by finite element method. An iteration scheme is suggested to ad-

just the orientations of fibers to be along the orientations of principal stresses, and the densities of

fibers according to the strains in the orientations of fibers. The strain field satisfying Michell criteria

and truss_like continuum are achieved after several iterations. Lastly, the Michell truss is showed by

continuous lines, which are formed according to the orientations of fibers at nodes. Several examples

are used to demonstrate the efficiency of the presented approach.
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