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不同大小粒子之间相互作用
的直接数值模拟
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摘要:  应用改进的拉格朗日乘子/虚拟区域算法对不同大小的两个圆形粒子在二维方槽中的沉

降过程和相互作用进行了直接数值模拟,并进行了实验验证# 结果表明不同大小的两个粒子在沉

降过程中的相互作用可以描述为追尾、接触、旋转和分离 4 个过程, 只有当两个粒子尺度差异很小

时,才会重复进行 DKT过程# 在两个粒子相互作用的过程中,小粒子的运动受到大粒子的影响更

剧烈一些,而相反大粒子运动包括运动轨迹和速度所受到的影响则相对较小# 
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引   言

粒子流在自然界和工业应用中普遍存在,例如在化学和石油工业中就经常应用不同粒子

在沉降行为上的差异来实现粒子和流体,以及不同尺度和性质粒子之间的分离
[ 1]# 对两个粒

子之间的相互作用进行研究是我们深入了解粒子流运动特性的基础# 两个相同大小的粒子之

间的相互作用以前已有很多的研究,结果表明当两个相同的粒子在牛顿流体中沉降时,它们之

间会不断地进行追尾,接触和旋转,我们简称为 DKT 过程[ 2]# Ritz[ 3]和 Feng[ 4]分别采用基于固

定的结构化网格的有限体积法和基于移动的非结构化网格的有限元方法对 DKT 过程进行了

数值模拟# 

本文的目的是采用拉格朗日乘子/虚拟区域方法( DLM 方法)对两个不同大小粒子在沉降

过程中的相互作用进行数值模拟, 分析不同大小粒子之间相互作用的特点,并将模拟结果和实

验进行对比# DLM 方法是近年来出现的直接数值模拟粒子流的新方法# 不同于以往的势

流[ 5, 6]和 Stokes 流[ 7]等一些近似的方法,以及基于移动的非结构化网格的有限元方法[ 8] , 在

DLM 方法中,流体和粒子整个系统的运动通过求解一个组合的弱解方程得到, 而刚体运动的

限制通过一个拉格朗日乘子来施加# 
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1  数值计算方法

本文将对圆形粒子在二维流场中的运动进行研究# 如图 1所示为计算区域的示意图,假

图 1  计算区域

设计算区域 8 是矩形的, # = G
4

i= 1
# i 为其边界, P i ( t ) ( i

= 1, ,, N ) 表示第 i个粒子的内部区域, N 为粒子的

个数# 

在整个流体- 粒子系统中,控制流体和粒子运动

的方程可参见文献[ 9]# 这儿将直接给出基于 Dirichlet

边界条件的无量纲形式的弱解方程# 另外, 在下面方

程的描述中为方便仅考虑一个粒子的情况,扩展到多

个粒子的情况是非常方便的# 需要求解的问题是:

在任意 t > 0时刻, 寻找 u I Wu# , p I L
2
0( 8) ,

K I + ( t ) , U I R
2
,和 X I R, 满足:

  Q8

5 u
5t + ( u# )̈ u #vdx - Q8

p #̈vdx + 2
ReQ8

D[ u] : D [ v] dx +

    ( Qr - 1) M
dU
dt

- Fr
g
g

#V+ I
d X
dt
N - Fc#V =

    3K, v - ( V+ N@ r)4P( t ) ,   对所有 v I W0, V I R
2 和 N I R, ( 1)

  Q8
q #̈udx = 0,   对所有 q I L

2
( 8) , ( 2)

  3L, u - ( U+ X @ r)4P( t ) = 0,   对所有 L I +( t ) , ( 3)

其中, u, U, X, p 和K分别为流体速度, 粒子的平动速度和转动速度, 压力和拉格朗日乘子,而

v, V, N, q 和 L分别为它们所对应的变分, r 是粒子中心的位置矢量, M 和I 为粒子的质量和转

动惯量, Fc是人工添加的排斥力,以阻止粒子与粒子之间以及粒子与壁面之间相互穿透# 雷

诺数 Re = QlUcLc / G, 佛汝德数 Fr = gLc / U
2
c,密度比 Qr = Qd/ Ql, 这儿, Ql和 Qd分别为流体

和粒子的密度, g 为重力加速度, Uc和 L c为特征速度和特征长度# 3个空间分别定义如下:

  Wu# = v I H
1
( 8 )

2
| v = u# ( t ) ,   在 # 上 ,

  W0 = v I H
1
( 8 ) 2 | v = 0,   在 #上 ,

  L
2
0( 8 ) = q I L

2
( 8 ) Q8

qdx = 0 ,

(符号#表示压力离散点)

图 2 速度和压力网格

+( t ) 是在粒子内部施加刚体运动限制的一个合适的空间# 

对于上面所描述的问题,本文采用了如图 2所示的矩形网格来

进行空间离散, 即 / Q1_P00单元# 本文所采用的矩形半交错网格其

特点是具有很好的对称性# 在我们的数值模拟中发现,和 Glowinski

等人[ 9]所提出的三角形网格相比, 应用矩形网格能更好地满足不可

压缩条件,并对粒子的运动能进行更加准确的模拟
[ 10]# 

在时间上的推进,本文采用了Marchuk_Yanenko算子分裂算法# 

这一算法的优点在于避免了在同一时间步上需要同时计算对流扩

散项,并满足不可压缩和刚体运动条件的困难# 
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2  结果及讨论

2. 1  数值模拟结果

本节将给出不同大小的两个圆形粒子在二维方槽中的沉降过程和相互作用的模拟结果# 

在以下所讨论的模拟中, 所采用的特征长度和特征速度分别为大粒子的直径 D 和最终沉降速

度Um# 

如在引言中所述,当两个相同大小和性质的粒子在牛顿流体中沉降时, 会交替地进行追

尾,接触和旋转,即 DKT 过程# 作为对本文算法的验证, 首先对两个相同粒子的沉降过程进行

了模拟[ 11] ,结果发现应用本文的算法能很好地重现 DKT 现象,并和之前其他的研究结果吻合

很好[ 2~ 4]# 

下面对不同大小粒子在沉降过程中的相互作用进行分析# 在以下所讨论的算例中, 二维

方槽的宽度是 4D, 雷诺数为 65. 3,大小粒子的直径分别为 1和 0. 5,即直径比 R = 2. 0# 计算

由 t = 0时刻两个粒子在方槽的中心零速度释放开始,大粒子在上, 小粒子在下,相距 5D# 

( a)           ( b)           ( c)

( d)           ( e)           ( f)

图 3  不同时刻大小粒子相对位置的数值模拟结果

如图 3所示为两个粒子在沉降过程中 6个不同瞬时的相互位置(由于计算区域是随着粒

子的下沉而移动的, 所以图中粒子看起来好像没有动)# 图中背景为速度场和涡量等值线# 图

4和图 5所示分别为两个粒子的沉降轨迹,以及两个粒子中心之间的水平距离 Dx 和垂直距离

Dy 随时间的变化# 以往的研究已表明,两个密度相同的粒子, 直径大的会沉降得更快一些,而

且两个相邻的粒子前后一起沉降, 由于领先粒子尾流会产生压力降, 后面紧跟的粒子会沉降得

更快些,所以在本算例中,虽然开始的时候小粒子在前而大粒子在后,但大粒子会慢慢追上小
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(图中实线和虚线分别为大粒子和小粒子)

  图 4 粒子的沉降轨迹         图 5 两个粒子水平、垂直

间距随时间的变化

  ( a) 沉降速度

粒子# 这一阶段就是通常所说的/追尾0阶段, 分别对应

于图 3( a)和图3( b) ,在这一阶段,粒子轨迹、Dx 和 Dy 随

时间的变化如图4中 y > 12. 0部分,以及图5中 t < 2010
部分# 一旦大粒子追上了小粒子,两个粒子会/接触0在

一起,如图 3( c)所示# 这样的一个/粒子对0类似于一个

取向和沉降方向平行的长体, 由于在牛顿流体中这样的

取向是不稳定, 所以/粒子对0会/旋转0到其中心连线呈
水平的方向,如图 3( d)所示# 在这之前, 本算例中所模

拟的大小粒子在沉降过程中的相互作用包括追尾、接触

( b) 侧向漂移速度            ( c) 旋转角速度

(图中实线和虚线分别为大粒子和小粒子对应的变量)

图 6  粒子沉降过程中运动速度随时间的变化

和旋转,基本和两个相同粒子的结果是一致的,而在这之后有较大的差别, 如图 3( d)和图 3( e)

所示,当/粒子对0转到水平方向以后,由于两个粒子之间在尺度上的差异, 小粒子基本淹没在

大粒子侧后方的绕流场之中, 从而小粒子在上升流体的带动下, 被急剧地推向大粒子的侧后方

(图 4)# 之后, 由于大粒子的沉降速度要明显大于小粒子的沉降速度,这样两个粒子之间的距

离不断增大(如图 5, t > 24. 0部分) ,就没有如两个相同粒子一样,重复出现 DKT 过程# 所以
总的来说,大小粒子之间的相互作用可以被描述为追尾、接触、旋转和分离 4个阶段# 

图6所示为两个粒子沉降速度 Vy、测向漂移速度 Vx 和旋转角速度 X随时间的变化# 在
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初始(追尾) 阶段, 两个粒子的沉降速度不断增大,而大粒子的速度更大一些,而两个粒子 x 方

向速度即侧向漂移速度都比较小, 只在两个粒子比较接近的时候,由于相互作用而有方向相反

的测向漂移# 而在接触、旋转和分离的阶段, 两个粒子之间的相互作用非常剧烈, 这从图 6中

18. 0 < t < 28. 0之间粒子运动速度的变化也可以看到# 首先在旋转之后,小粒子的沉降速度

急剧下降,甚至在一段时间内出现了正值,也就是在这段时间内,小粒子是向上运动,而不是向

下沉降# 直到大粒子尾流的影响逐渐减弱了,小粒子在又加速下沉, 并趋向一个稳定的沉降速

度# 小粒子的测向漂移速度和旋转角速度的变化和沉降速度的变化类似, 也出现了一个剧烈

的波动,然后又逐渐趋向零# 相反地,大粒子的运动轨迹、速度和旋转在其沉降的过程中却没

有受到很大的影响, 只有在旋转前后一小段时间内出现了一些小的波动# 

( a)            ( b)             ( c)

( d)            ( e)            ( f)

图 7  大小粒子沉降的实验结果

2. 2  实验验证

为对本文的数值模拟结果做进一步的验证,本文也进行了大小粒子沉降的实验研究,并和

模拟结果进行了对比# 实验中所采用的粒子为两个长径比分别为6(大粒子)和 12(小粒子)的

圆柱形粒子,所采用的方槽由玻璃做成, 高30D ,宽4D, 深15D# 这样,两个圆柱在方槽中心的

沉降可以被近似地认为和本文所模拟的情况是一致的# 实验所采用的液体为糖浆溶液, 通过

改变糖浆的浓度可以改变溶液的密度和粘度,从而在使用同样的粒子的情况下,可以得到不同

雷诺数范围( 0~ 1 000)下粒子的运动特性# 实验中粒子的运动轨迹由一个数码摄像机记录,

其记录的频率为每秒 25帧# 图 7所示为雷诺数为 62. 6时的实验结果, 所给出的 6个瞬时粒

子的相对位置是分别和计算结果(图 3)相对应的# 通过比较可以发现计算结果和实验结果非

常吻合,粒子之间相互作用的几个典型过程,包括追尾图3( a)和图3( b)至图 7( a)和图7( b)、接

触(图 3( c)至图 7( c) )、旋转(图 3( d)至图 7( d) )和分离(图 3( e)和图 3( f)至图 7( e)和图 7( f) )
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在计算中得到了很好的重现# 可见本文所采用的 DLM 算法对粒子运动的直接数值模拟具有

较高的精度# 

 图 8 粒子直径比 R 对沉降过程的影响

2. 3  直径比对运动特性的影响
本文对大小粒子直径比 R 对粒子运动特性的影

响也进行了研究, 分别对大小粒子直径比 R 分别为

2. 0、1. 667、1. 25、1. 111和1. 0时的沉降过程进行了模

拟# 图8所示为不同情况下两粒子中心之间的垂直

距离 Dy 随时间的变化# 所有的计算都是由 t = 0时

刻两个粒子在方槽的中心零速度释放开始的, 大粒

子在上,小粒子在下,初始的 Dy 为5D, 方槽的宽度为

8D# 由图8可见,只有R = 1. 111和 R = 1. 0两条曲

线才和直线 Dy = 0有多个交点,而每个交点表示两

个粒子之间重复了一次 DKT 过程# 所以根据本文的模拟结果, 只有当粒子尺度差异很小(本

文中 R < 1. 111 )时,两个粒子才会重复地出现 DKT 现象# 同时结果也表明,两个粒子的尺度

越接近,则重复 DKT 过程的频率就越高# 

3  结   论

本文给出了一个改进的拉格朗日乘子/虚拟区域算法, 并将其应用于不同大小粒子在二维

方槽中沉降过程的模拟# 通过数值模拟和实验验证发现, 不同大小的两个粒子在沉降过程中

的相互作用总的来说可以分为追尾、接触、旋转和分离 4个阶段# 和相同粒径下的情况相比具

有一定的差别, 首先,当两个粒子尺度相差较大时,不再如两个相同粒子那样重复进行 DKT 过

程, 而只有在粒径相差不大的情况下(本文的模拟条件下 R < 1. 111 )才会重复出现,并且差异

越小, 重复 DKT 的频率越高;其次,在两个粒子相互作用的过程中, 小粒子的运动受到大粒子

的影响更剧烈一些, 特别是在旋转和分离的过程中, 小粒子由于受到大粒子的排斥, 被推向大

粒子的侧后方, 甚至在一段时间内出现上升运动,即速度方向和沉降方向相反,而相反大粒子

运动包括运动轨迹和速度所受的影响则相对较小# 
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Interactions Between Two Sedimenting Particles

With Different Sizes

SHAO Xue_ming1,  LIU Yang1,  YU Zhao_sheng2

( 1. Depar tm ent of Mechan ics , Zhejiang Univer sity ,

Han gzhou 310027, P . R . Chin a ;

2. Depar tm ent of Mechan ical and Mechatr onic En gineer ing ,

the Un iver sity of Sydney , NSW 2006, Au stra lia )

Abstract: An improved implementation of Distributed Lagrange multiplier/ fictitious domain method

was presented and used to simulate the interactions between two circular particles sedimenting in a

two_dimensional channel. The simulation results were verified by comparison with experiments. The

results show that the interactions between two particles with different sizes can be described as draft-

ing, kissing, tumbling and separating. Only for small diameter ratio, the two particles will interact

undergoing repeated DKT process. Otherwise, the two particles will separate after their tumbling.

The results also show that, during the interaction process, the motion of the small particle is strongly

affected while the large particle is affected slightly.

Key words: interaction; Distributed Lagrange multiplier/ fictitious domain method; circular particle

378 不同大小粒子之间相互作用的直接数值模拟


