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四点弯曲压电梁导电裂纹尖端
附近的横观各向同性损伤

�
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摘要: � 根据电焓密度函数建立了压电材料静态损伤本构模型, 详细讨论了横观各向同性力电损

伤的一些特征,最后通过对四点弯曲 PZT_PIC151 梁跨中导电裂纹附近横观各向同性损伤的数值分

析,研究了裂纹深度和外加力、电载荷对损伤分布的影响规律�� 结果表明: 裂纹深度和力载荷对力

电损伤都有非常明显相似的影响,随着裂纹深度和力载荷的增大, 裂纹尖端的力电损伤明显增大,

范围也相应扩大;电载荷对力损伤完全不同于对电损伤的影响, 电载荷单调地改变裂纹尖端力损

伤的大小,不改变力损伤的区域尺寸, 但是对电损伤的影响则比较复杂��
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引 � �言

在外加力电载荷作用下, 压电陶瓷的脆性可能引起微裂纹或损伤, 经过缓慢扩展, 最终形

成宏观裂纹,导致破坏��因此, 研究压电陶瓷的断裂机理, 以便开展压电设备的可靠性预测和

寿命预估,非常重要��基于线性断裂理论得出的结论[ 1~ 3]已经被证明和实验现象[ 4, 5]存在难

以解释的矛盾: 线性理论预测应力强度因子与外加电场强度无关,但是实验结果表明, 外加电

场要么促进要么阻碍裂纹的扩展��为了解决这一矛盾, 必须考虑裂纹尖端的力电非线性��将

压电陶瓷看作一种具有力学脆性和电学延性的材料, Gao 等人[ 6]提出了一个条带饱和模型来

模拟压电陶瓷的电非线性��但是, 由于没有考虑力非线性, 该模型的可靠性值得怀疑��压电裂

纹尖端的力电多尺度非线性现象已经受到人们的广泛关注��作者根据连续损伤力学理论[ 7]
研

究压电材料的非线性问题[ 8, 9] ,所获得的结果与已有的实验结论[ 4, 5]基本一致, 从而较好地解

决了线性断裂理论遇到的困难��

压电陶瓷通常具有横观各向同性��当结构几何、载荷和边界条件都具有一定对称性时,横

观各向同性损伤就可能发生��本文基于静态压电损伤本构模型, 定量分析四点弯曲压电梁跨

中导电裂纹深度和外加力、电载荷对裂纹附近横观各向同性损伤分布的影响规律��
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1 �压电损伤模型的一般性描述

考虑压电结构中一个温度恒定、包含力电损伤的微小单元��从连续介质力学的观点来看,

这一单元可以看作宏观上的一个点,其尺寸比结构本身小很多, 但在微观上又足够大, 包含足

够多的物质粒子,其内部的物理量并不均匀��采用应变 �、电场强度 E、力损伤 D
M
和电损伤

D
E
作为独立的状态变量,压电单元的电焓密度就可以表示为

� � h( �, E , D
M
, D

E
) =

1
2 �ij �ij -

1
2 DiE i , ( 1)

式中, �和D 为考察单元的应力和电位移��微分( 1)式得
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定义

� � �mn =
�h
��mn

, Dm = -
�h
�Em

, ( 3)

并且比较( 2)式左右两边的相同项,不难得出

� � �mn = �ij
��ij
��mn

- Ei
�Di

��mn
, Dm = - �ij

��ij
�Em

+ E i
�Di

�Em
�� ( 4)

引进下面的记号[ 8, 9]

� � �cijmn =
��ij
��mn

, �emij =
�Dm

��ij = -
��ij
�Em

, ��im =
�Di

�Em
, ( 5)

可以将( 4)改写为

� � �ij = �cijkl �kl - �e kij Ek , Di = �e ikl �kl + ��ikEk , ( 6)

式中, �c、�e和��分别为有效弹性、压电和介电系数��这就是一个适合分析压电材料静态力电损

伤的本构模型��运用能量等效原理,可以导出材料有效系数和无损常数之间的关系[ 8, 9]

� � �cijmn = N klijN opmncklop , �e imn = N klmnG jiej kl , ��il = GjiGkl�jk , ( 7)

式中 c、e 和 �分别为无损弹性、压电和介电常数, N 和G 为力、电损伤影响张量��

从实用的角度考虑, 参照弹塑性材料的损伤分析[ 10] ,采用二阶张量 �根据下式构造N

� � N ijkl = 0. 5( �ik�jl + �ik �jl ) , ( 8)

这里, �为 Kronecker张量, �为连续性张量�� DM
和 D

E
通过下面两式与 � 和G相联系:

� � D
M
ij = �ij - �ik�kj , D

E
ij = �ij - G ikGkj�� ( 9)

2 �横观各向同性损伤

( 6)式可以改写成矩阵形式

� � � = �c�- �eT
E , D = �e�+ ��E�� ( 10)

其中,
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� � �c = N
T
cN , �e = G

T
eN, �� = G

T �G�� ( 11)

根据( 8)式, 力损伤影响矩阵可以表示成

N =

�11 0 0 0 0. 5�13 0. 5�12

0 �22 0 0. 5�23 0 0. 5�12

0 0 �33 0. 5�23 0. 5�13 0

0 �23 �23 0. 5( �22+ �33) 0. 5�12 0. 5�13

�13 0 �13 0. 5�12 0. 5( �11+ �33) 0. 5�23

�12 �12 0 0. 5�13 0. 5�23 0. 5( �11+ �22)

�� ( 12)

一般来说, 压电陶瓷具有横观各向同性, 因此其无损材料常数 c、eT 和 �具有下面的形式

� �

c11 c12 c13 0 0 0

c12 c11 c13 0 0 0

c13 c13 c33 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 c66

,

0 0 e31

0 0 e31

0 0 e33

0 e15 0

e15 0 0

0 0 0

,

�11 0 0

0 �11 0

0 0 �33

�� ( 13)

式中, c66 = 0. 5( c11- c12)�� 可以证明,如果 N 和G具有下面的形式,力电损伤就不会改变压

电陶瓷的对称性��

� � N =

N11 N12 N 13 0 0 0

N12 N11 N 13 0 0 0

N13 N13 N 33 0 0 0

0 0 0 N44 0 0

0 0 0 0 N 44 0

0 0 0 0 0 N66

, ( 14)

� � G =

G11 0 0

0 G11 0

0 0 G33

�� ( 15)

事实上,将此二式代入( 11) , 可以得到有效材料系数 �c、�eT 和 ��

� �

�c11 �c12 �c13 0 0 0

�c12 �c11 �c13 0 0 0

�c13 �c13 �c33 0 0 0

0 0 0 �c44 0 0

0 0 0 0 �c44 0

0 0 0 0 0 �c66

,

0 0 �e31

0 0 �e31

0 0 �e33

0 �e15 0

�e15 0 0

0 0 0

,

��11 0 0

0 ��11 0

0 0 ��33

�� ( 16)

其中

396 四点弯曲压电梁导电裂纹尖端附近的横观各向同性损伤



�c11 = (N
2
11 + N

2
12) c11 + 2N11N 12c12+ 2(N11 + N 12)N 13 c13 + N

2
13c33,

�c12 = 2N11N12 c11+ (N
2
11+ N

2
12) c12+ 2(N11 + N 12)N 13 c13 + N

2
13c33,

�c13 = (N11 + N 12)N13( c11+ c12) + [ (N11+ N12)N 33+ 2N 2
13] c13+ N 13N 33 c33,

�c33 = 2N2
13( c11+ c12) + 4N 13N 33c13+ N

2
33 c33,

�c44 = N
2
44 c44, �c66 = N

2
66c66, �e31 = (N11 + N12) G33 e31+ N13G33e33,

�e33 = 2N13G 33e31+ N33G33 e33, �e 15 = N44G11 e15, ��11 = G
2
11�11, ��33 = G

2
33�33��

( 17)

可见, 受损后的有效材料系数与无损材料常数具有相同的形式��由于( 14)和( 15)式中 N 和 G

分别具有与 c 和 �相同的对称性,我们称这类损伤为横观各向同性损伤�� 根据(17) ,为使 �c66

= 0. 5(�c11- �c12) 得到满足, 要求 N66 = N11- N12�� 因此,只需要 7个标量就可以描述横观各

向同性损伤,其中5个标量 N11、N 12、N13、N 33和N 44描述力损伤;另外2个标量 G11和 G33描述

电损伤��

比较( 14)和( 12)两式, 可以得到

� � N =

�11 0 0 0 0 0

0 �11 0 0 0 0

0 0 �33 0 0 0

0 0 0 0. 5( �11+ �33) 0 0

0 0 0 0 0. 5( �11+ �33) 0

0 0 0 0 0 �11

�� ( 18)

很明显, 采用 �构造N以后,由于力损伤的一些信息被丢掉, 甚至只需要2个标量 �11和 �33就

可以描述横观各向同性损伤��

3 �四点弯曲压电梁的损伤分析

考虑由均匀极化压电陶瓷 PZT_PIC151制成的四点弯曲梁, 其无损材料常数见文献[ 5]��

梁尺寸4 mm� 3 mm � 22 mm,沿 x 3方向极化�� 在梁跨中上部,有一条平行于极化方向,深度为

a 的导电裂纹�� 梁受集中力F和电压U作用,见图1�� 考虑到梁的几何尺寸、载荷和边界条件

都关于 x 3轴对称,可以假设加载过程中梁发生横观各向同性损伤�� 采用有限元方法,计算裂

纹尖端周围的损伤场�� 由于问题中力损伤分量 D
M
11 和电损伤分量 D

E
33占主导地位,因此只给

出这两个损伤分量的分布,分别研究裂纹深度、外加力电载荷的影响��

图 1� 四点弯曲压电梁简图

3. 1 �裂纹深度对损伤场的影响

为了研究裂纹深度对损伤场的影响,在梁上施加恒定的力电载荷 F = 35 N和 U = - 2. 4
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kV, 令裂纹深度从 0. 5 mm 开始,到1 mm、1. 5 mm,再到 2 mm��计算裂纹尖端周围的损伤场,并

将 D
M
11和 D

E
33的等值线分布绘于图 2和图 3��从图 3可以看出,裂纹尖端力电损伤区域都呈扇

形,但是相同载荷条件下的力电损伤区域尺寸明显不同,形状也存在明显差异��同时, 裂纹深

度对力电损伤的分布都有很大的影响,随着裂纹深度增加,裂纹尖端处的力电损伤增大, 损伤

范围也迅速扩大��

� ( a) a = 0. 5 mm � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) a = 1 mm

� ( c) a = 1. 5 mm � � � � � � � � � � � � � � � � ( d) a = 2 mm

图 2� 裂纹深度对力损伤的影响

3. 2 �力载荷对损伤场的影响

为了分析力载荷对损伤场的影响,令裂纹深度 a 固定在 2 mm,电载荷固定在- 2. 4 kV,力

载荷从 35 N变化到 25 N,再到 15 N��计算裂纹尖端周围的损伤场�� F = 35 N时的力电损伤

等值线分布已在图 2( d)和图3( d)中给出, F = 25 N和15N时的损伤等值线分布分别见图 4和

图5��很明显, 力载荷对力电损伤的影响相似��随着力载荷减小,力电损伤相应减小, 范围也

相应缩小��

3. 3 �电场对损伤场的影响
由于力电耦合, 研究电场对损伤场的影响非常重要��令裂纹深度 a 保持 2 mm不变, 力载

荷保持35 N不变,外加电压从- 1. 2 kV变化到 0 kV、1. 2 kV,再到2. 4 kV��计算裂纹尖端周围

的损伤,并将力电损伤等值线分布分别绘于图 6和图7��明显地, 外加电场对力损伤区域尺寸

几乎没有任何影响��然而,随着电压增加,裂纹尖端的力损伤减小,表明正电场阻碍裂纹扩展,
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� ( a) a = 0. 5 mm � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) a = 1 mm

� ( c) a = 1. 5 mm � � � � � � � � � � � � � � � � ( d) a = 2 mm

图 3� 裂纹深度对电损伤的影响

� ( a) F = 25 N � � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) F = 15 N

图 4� 力载荷对力损伤的影响

负电场促进裂纹扩展,这与已有的实验结论一致
[ 5]��和力损伤情况不同,外加电场对电损伤的

大小和区域范围都有很大影响��当电压从- 1. 2 kV上升到 1. 2 kV时, 电损伤及其区域尺寸迅

速减小到零,但是当电压从 1. 2 kV上升到 2. 4 kV时, 电损伤及其区域尺寸又会迅速增大��
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� � ( a) F = 25 N � � � � � � � � � � � � � � � � ( b) F = 15 N

图 5� 力载荷对电损伤的影响

� ( a) U = - 1. 2 kV � � � � � � � � � � � � � � ( b) U = 0 kV

� � ( c) U = 1. 2 kV � � � � � � � � � � � � � � � ( d) U = 2. 4 kV

图 6� 电载荷对力损伤的影响

4 �结 � �论

横观各向同性损伤的力电影响张量分别具有与压电陶瓷弹性和介电常数相同的对称性��

在对称载荷作用和对称边界条件约束下,具有对称几何尺寸的压电体可能发生横观各向同性
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� ( a) U = - 1. 2 kV � � � � � � � � � � � � � � � ( b) U = 0 kV

� � ( c) U = 1. 2 kV � � � � � � � � � � � � � � � ( d) U = 2. 4 kV

图 7� 电载荷对电损伤的影响

损伤��本文采用损伤本构模型,定量分析了裂纹深度、外加力电载荷对四点弯曲压电梁导电裂

纹尖端附近损伤分布的影响规律, 得到以下几个结论:

1) 裂纹深度对力电损伤的分布都有明显影响,裂纹加深, 力电损伤的大小和范围都明显

增大;

2) 力载荷对力电损伤的影响相似,随着力载荷的减小, 力电损伤的大小和范围都明显增

大;

3) 电载荷对力损伤和电损伤的影响有明显的差别, 随着电压增大, 裂纹尖端附近的力损

伤相应减小,但区域尺寸基本不变; 电损伤和其区域尺寸先是随着电压从- 1. 2 kV增大到 1. 2

kV迅速减小直到零,继而随着电压继续从 1. 2 kV增大到 2. 4 kV时迅速增大��
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Transversely Isotropic Damage Around Conducting

Crack_Tip in Four_Point Bending

Piezoelectric Beam

YANG Xin_hua, � DONG Liang, �WANG Cheng,

CHEN Chuan_yao, �HU Yuan_tai
( Depar tment of Mechanics , Hua zhon g Un iver sity of Science and Technolo gy ,

Wuhan 430074, P . R . China )

Abstract: A static damage constitutive model was proposed on basis of the electrical enthalpy dens-i

ty, and then some characteristics of transversely isotropic damage were discussed. Finally, the effects

of both crack depth and applied loads on damage distributions were investigated through numerically

analyzing transversely isotropic damage in a four_point bending PZT_PIC151 beam with a central con-

ducting crack. Some conclusions were given: 1) Crack depth and mechanical loading have great influ-

ence on both mechanical and electrical damages. With their increment, the damages at crack_tip obv-i

ously increase and their region sizes also expand. 2) Effects of electrical loading on the two kinds of

damages are obviously different. Electrical loading monotonously changes magnitude but region size of

mechanical damage, whose effect on electrical damage is very complex.

Key words: transversely isotropic damage; conducting crack; piezoelectric ceramic; four_point bend-

ing beam
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