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摘要:  在无限大微极正交各向异性弹性介质上覆盖弹性介质的弹性半空间的任意点上, 作用着

任意方向倾斜的移动荷载,给出了位移分量和应力的解析表达式# 假设倾斜荷载是法向荷载和切

向荷载的线性组合# 利用 Fourier变换采用特征值方法, 并利用数值技术反演了 Fourier变换# 给出

了铝环氧树脂复合材料的数值结果图形# 
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引   言

对许多工程现象,包括固体材料、地质材料和复合材料的动力响应,各向同性性质的假设,

不可能涵盖连续介质响应的某些特殊性质# 各向异性问题的提出和求解要比各向同性问题困

难和复杂得多# 近年来, 各向异性连续介质的弹性动力响应已引起了一些研究者的重视# 特

别是横观各向同性和正交各向异性材料,得到了更正规的研究# 这两类材料在平面应变和平

面应力上区别不大# 

微极弹性理论是由 Eringen( 1966) [ 1]引入并发展的,非常适宜研究固体材料的变形特性,因

而引起了广泛的关注,而经典理论是无能为力的# 微极理论被认为对于研究诸如条状物组成

的材料特别有效,这些材料具有微旋转效应, 可以支承物体并且表面耦合# 关于微极正交各向

异性介质的文献显示, Iesan( 1973, 1974) [ 2~ 4]分析了均匀、正交各向异性弹性体的静态平面微

极应变问题,均匀、正交各向异性柱体在微极线弹性理论中的扭转问题,以及端点耦合的正交

各向异性微极弹性梁的弯曲问题# Nakamura等人( 1984)
[ 5]
应用有限元法研究了正交各向异性

微极弹性问题# 最近, Kumar 和 Choudhary( 2002, 2003) [ 6~ 10]讨论了正交各向异性微极连续介质

的多种问题# 

移动荷载的动力响应是一个受多种技术和地球物理环境关注的问题, 并且一些现代研究

涉及此问题# 例如, 在固体动力学中就是很重要的问题# 冲击波(爆炸产生的地表压力波)或

437

 应用数学和力学,第 26 卷 第 4期( 2005年 4 月)

  Applied Mathemat ics and Mechanics
           应用数学和力学编委会编重 庆 出 版 社 出 版  

X 收稿日期:  2003_06_05

作者简介:  R#库玛( E_mail: rajneesh_kuk@ rediffmail. com) ;

P#额拉瓦尼亚( E_mail: praveen_2117@ rediffmail. com) .

本文原文为英文, 由吴承平 译,张禄坤 校.



超声波飞行器会引发地表运动和应力# 许多工程分支学科都需要进行此类研究,例如桥梁、铁

路、受压力波作用的梁,以及两相流作用的管道系统# 其他应用包括接触力学范围的类似问

题,高速火箭车在钢轨上的滑动问题# 许多移动荷载问题的求解,都要利用势函数# 利用特征

值方法,可以很方便地用矩阵形式直接求解耦合形式的方程,而势函数法需要对方程解耦# 许

多作者( 1999, 2001) [ 11~ 13]用弹性体理论讨论移动荷载问题# Kumar 等人 ( 1992, 2000, 2002,

2003) [ 14~ 17]利用微极弹性理论研究了移动荷载的稳态响应问题# 

一些学者( 1969, 1993, 2003)
[ 18~ 20]

用弹性体理论讨论了倾斜荷载作用问题# 其他荷载,例

如带状荷载、连续的线荷载等引起的变形,也可类似求得# 求得介质任意点的变形, 对于采矿

产生的震动和地壳钻孔周围的变形场分析是有益的# 由于它可以整体计算荷载源区域周围的

变形场,因而也可以对地震源和火山源进行理论研究# 但至今无人尝试利用微极弹性理论研

究倾斜移动荷载的响应# 

1  问题的提出和求解

我们考虑一个无限大微极正交各向异性介质上覆盖一层弹性介质的半空间,其 y 轴竖直

向下# 设有一个倾斜线荷载 F0(每单位长度) 作用在 z 轴的交界面上, 与 y 轴成 H角(见图

1)# F0以匀速 U沿 x 轴负向移动# 当荷载移动某一时间,瞬态影响已消失后,位移出现在随

荷载移动的坐标系中# 

图 1 倾斜荷载作用示意图

Eringen( 1968) [ 21]和 Iesan( 1973) [ 2]提出的不考虑

体力和体耦合的正交各向异性固体基本方程可写为

如下:
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其中

  K 1 = A 78- A 88, K 2 = A 77- A 78, T = K 2- K 1# ( 7)

在这些关系式中, 我们采用下列记号: tij 为力应力张量分量; mij 为耦合应力张量分量; u i
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为位移向量分量; <3 为微旋转向量分量; A 11, A 12, A 77, A 78, A 88, A 22, B 44, B66为材料性质常数; Q

为密度; j 为微惯量# 

弹性体的运动方程和应力应变关系由 Ewing, Jardetzky 和 Press( 1957) [ 22]给出为

  ( K0
+ L0

) (̈ #̈w) + L0
( ¨2

w) = Q0 52
w

5t 2 , ( 8)

  t
0
ij = K

0
HDij + 2L

0
eij , ( 9)

其中

  H= w 1, 1+ w 2, 2+ w3, 3, eij =
w i , j + w j, i

2
,   i , j = 1, 2, 3# ( 10)

对二维问题,我们设

  w = ( w1, w2, 0) , ( 11)

参照 Fung( 1968)的文献[ 23] , 引入 Galilean变换

  x
*

= x + Ut , y
*
= y , t

*
= t , ( 12)

则边界条件与 t
* 无关,并取如下无量纲变量
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*
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*
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其中

  X* 2
=

T
Qj
, c

2
1 =

A 11

Q
# ( 14)

利用( 12)、( 13) ,对方程( 1) ~ ( 3)应用 Fourier变换

  �f ( N, y ) = Q
]

- ]
f ( x , y ) eiNxdx , ( 15)

得结果方程组(进入稳态后)

  �ud
1 = b11�u1+ e12�u

c
2+ e13�<

c
3, ( 16)

  �ud
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c
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其中上标眉线表示对 z 的微分,并且
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( 19)

方程( 16) ~ ( 18)可以写为

  d
dy
W( N, y ) = A( N) W( N, y ) , ( 20)

其中
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W =
V

Vc
, A =

O I

A1 A2
, V =

�u1
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,

A1 =

b11 0 0

0 b22 b23
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,

( 21)

O和 I 分别表示 3阶零矩阵和单位矩阵# 

为解方程( 20) ,我们设

  W( N, y ) = X( N) eqy , ( 22)

这将导致特征值问题# 对应于矩阵 A 的特征方程为

  | A - qI | = 0, ( 23)

将上式展开得

  q
6
+ K1 q

4
+ K2q

2
+ K3 = 0, ( 24)

其中
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K3 = b11( b 23b 32- b 22b 33)# 

( 25)

矩阵 A的特征值是方程(24) 的特征根# 对应于特征值 qs 的向量X( N) 可由解齐次方程

  [ A - qI ] X( N) = 0 ( 26)

确定# 特征向量 Xs ( N) ( s = 1, 2, ,, 6) , 由下式给出
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且
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¨ ,
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q
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,

¨= q
2
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( 30)

方程( 22)的解为
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  W( N, y ) = 6
3

s = 1

[ DsXs( N) eqsy + D s+ 3Xs+ 3( N) e- q
s
y
]# ( 31)

变换后的位移和微旋转满足辐射条件:

当 y \ 0,
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对弹性体采用同样的方法,可得位移分量为
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其中

  

M = Nc12, dM= i( N2
c11- p

2
M) ,   M= 1, 2,

p
2
M=

- K4 ? K2
4- 4K5

2
, K4 = N2

( c12 c21- c22- c11) , K5 = c11 c22,

c11 =
K

0
+ 2L

0
- Q

0
U

2

L
0 , c21 =

K
0
+ L

0

K
0
+ 2L

0, c12 =
K

0
+ L

0

L
0 ,

c22 =
L0
- Q0

U
2

K0
+ 2L0 # 

( 35)

2  边 界条 件

我们考虑一法向线荷载 F 1(每单位长度) , 在 y 正向沿 z 轴作用在界面 y = 0上,而线荷载

F2(每单位长度) 在 x 负方向作用在原点上(见图 2) ,则在水平面 y = 0上的边界条件为

图 2  边界条件示意图

( � ) t 22 = t
0
22 - F1D( x

*
) ,

( � ) t 21 = t
0
21 - F2D( x

*
) ,
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( 36)

其中 D(  ) 为 Dirac D函数# 

对边界条件( 36)式,应用( 15)式给出的 Fourier 变换,并

利用( 4) ~ ( 6)、( 9)、( 11) ~ ( 13)和( 32) ~ ( 34)式,可得微极

正交各向异性体的位移分量、力应力和耦合应力的表达式
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其中

  

$ = N( rSs 8 - r 8sS) + ( q 8d2+ Ma 8p 2) ( rSs4- r 4 sS) -
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c
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c
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c
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c
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c
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c
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$
c
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J 1 = M ( p 2 s4- p 1 s5) ,H 2 = r 5d1- r4d 2, J 2 = M( p 2r 4- p 1r5) ,
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q(
A 11

( iNA 12- a (A 22) , r 4, 5 = p 1, 2 iNM -
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+ 2L0

K0 d1, 2 ,

  ( = 1, 2, 3,
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1
A 11

- iNa (A 78+ q
2
(A 88+

K 1

A 11
( A 88- A 78) b( ,

s4, 5 =
L

0

K0( iNd1, 2- Mp
2
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( 42)

3  倾斜线荷载

对于倾斜线荷载 F0 (每单位长度) (见图 1) , 有

  F1 = F0cosH, F 2 = F0sinH# ( 43)

在( 37) ~ ( 41)式中利用( 43)式, 就得到当倾斜荷载作用在相对应的弹性半空间表面时的位移

和应力分量的表达式# 

特殊情况

在方程( 37) ~ ( 41)中取

  A 11 = A 12 = K+ 2L+ K , A 77 = A 88 = L+ K ,

  A 12 = K, A 78 = L, B44 = B66 = C

和    - K 1 = K 2 = T / 2 = K ,

我们得到微极各向同性介质对应的表达式# 这些结果与我们在受倾斜移动荷载作用的微极各
向同性介质中求得的结果吻合# 

变换的反演

为求得物理学意义上的解,必须反演( 37) ~ ( 41)式中的变换# 这些表达式是 y 和 Fourier

变换参数 N的函数,因此其表达式为�f ( N, y )# 为得到物理学意义上的函数f ( x , y ) , 我们反演

所应用的 Fourier变换,

  f ( x , y ) =
1

2PQ
]

- ]
�f ( N, y ) e- iNxdN, ( 44)

即    f ( x , y ) =
1

2PQ
]

- ]
[ cos( Nx ) f e - i sin( Nx ) f o ] dN, ( 45)

其中, f e和 f o分别为函数�f ( N, y ) 的偶部和奇部# 计算这一积分的方法可见 Press等人( 1986)

的文献[ 24] ,其中利用了自适应步长的 Rhomberg积分# 还应用了扩展的梯形法则逐项精确的

结果,并且当步长趋于零时,外推取极限求得结果# 
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4  数值结果和讨论

在数值计算中, 我们取如下微极正交各向异性体的相关参数值:

  A 11 = 13. 97 @ 10
5

N/ cm
2
, A 77 = 3. 0 @ 10

5
N/ cm

2
,

  A 88 = 3. 2 @ 105 N/ cm2
, A 22 = 13. 75 @ 105 N/ cm2

,

  A 12 = 8. 13 @ 105 N/ cm2
, A 78 = 2. 2 @ 105 N/ cm2

,

  B44 = 0. 056 @ 105 N , B66 = 0. 057 @ 105 N# 

在与微极各向同性固体比较时,与 Gautheir( 1982) [ 25]一样,我们取铝环氧树脂复合材料的

相关参数值为:

  Q= 2. 19 g/ cm3
, K= 7. 59 @ 105 N/ cm2

,

  L= 1. 89 @ 10
5
N/ cm

2
, K = 0. 014 9 @ 10

5
N/ cm

2
,

  C= 0. 026 8 @ 105 N , j = 0. 001 96 cm2# 

花岗石的物理常数取 Bullen( 1963)
[ 26]
给出的值

  K0
= 0. 884 @ 106 N/ cm2

, L0
= 1. 266 7 @ 106 N/ cm2

, Q0
= 2. 6 g/ cm3# 

 图 3  切向位移 U1( = u1/ F0) 随        图 4  法向位移 U2( = u2/ F0) 随

距离 x 的变化 距离 x 的变化

讨论了U < c1时,微极正交各向异性体(MOS) 和微极各向同性体(MIS) 的切向位移 U1=

( u1/ F0)、法向位移 U2( = u2/ F0)、切向力应力 T 21( = t 21/ F0)、法向力应力 T 22( = t 22/ F0)、切

向耦合应力 M23( = m23/ F0) ,并且这些分量与距离 x 的变化表示为

( a) 实线( ) )表示 MOS且 H= 0b,

( b) 虚线( ( )表示MIS且 H= 0b,

( c) 实线带叉号( @ ) @ ) @ )表示 MOS且 H= 30b,

( d) 虚线带叉号( @ ( @ ( @ )表示MIS且 H= 30b,

( e) 实线带圈号( o ) o ) o )表示MOS且 H= 60b,

( f) 虚线带圈号( o ( o ( o )表示 MIS且 H= 60b,
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 图 5  切向力应力 T 21( = t21/ F 0) 随       图 6 法向力应力 T 22 (= t22/ F0) 随

距离 x 的变化 距离 x 的变化

图 7  切向耦合应力 M23( = m23/ F0)

随距离 x 的变化

(g) 实线带星号( * ) * ) * )表示MOS且 H=

90b,

( h) 虚线带星号( * ( * ( * )表示MIS 且 H=

90b# 

这些变化示于图 3~ 图 7# 在区间 0 [ x [

10. 0上, 对 y = 1. 0的情况进行了计算# 

  讨论

法向荷载作用在界面上时, 所有量的值都比

较小,但随着偏离法向倾角的增大而增大# 

可以看出, 非常靠近作用点时,MOS 的切向位

移值,随着偏离法向倾角的增大而增大,而MIS则

恰恰相反# 切向位移的变化示于图 3# 

在非常靠近作用点时, MOS和 MIS 的法向位

移值随着偏离法向倾角的增大而减小# MOS 和

MIS的法向位移的变化示于图 4# 

切向力应力和法向力应力, 本质上这些量值

的数量级是不同的, 其变化都很小, 并且法向力应力值比切向力应力值大# 对MOS和 MIS而

言,二者在开始阶段变化都是减小,但随着距离 x 的增大而出现振荡# 并且MIS在初始阶段减

小非常剧烈,越靠近作用源点减小越剧烈# 切向力应力和法向力应力的变化分别示于图 5和

图6# 

研究发现,在初始阶段,MOS和 MIS 的切向耦合应力的变化正相反# 二者量值的差别越

靠近作用点(MIS比MOS)越有意义# 切向耦合应力的变化示于图 7# 
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5  结   论

当倾斜的作用力从法向变化到切向,或我们能够推断出物体的变形随法向倾角增大而增

大时, 物体受到更大的应力作用# 同时, 在所有量的变化上, MIS比 MOS 变化的振荡性更大,

并且这些振荡随作用力倾角的增大而增大# 
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Moving Inclined Load at Boundary Surface
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Abstract: The analytic expressions for the displacement components and stresses at any point of an

infinite micropolar orthotropic elastic mediumwith an overlying elastic half space as a result of moving

inclined load of arbitrary orientation were obtained. The inclined load was assumed to be a linear com-

bination of a normal load and a tangential load. The eigen value approach using Fourier transformas

was employed and the transform was inverted by using a numerical technique. The numerical results

were illustrated graphically for aluminium epoxy composite.

Key words: micropolar; orthotropic elastic medium; moving inclined load; eigenvalue; Fourier

transform
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