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摘要 :  基于有限元法和精细积分算法,提出了一种求解瞬态热传导多宗量反演问题的新方法# 

采用有限元法和精细积分算法分别对空间、时间变量进行离散, 可以得到正演问题高精度的半解

析数值模型, 由此建立了多宗量反演的计算模式, 并给出敏度分析的计算公式# 对一维和二维的

热物性参数、热源项、边界条件等进行了单宗量和多宗量的反演求解,初步考虑了初值和噪音等对

反演结果的影响,数值算例验证了该方法的有效性# 
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引   言

瞬态传热反问题的研究在航天、机械、化工和生物等领域有广泛的实际应用前景, 引起了

许多学者的关注,近些年取得了不少成果,如有关材料热物性的识别
[ 1, 2]

,边界形状的识别
[ 3]

,

边界条件的识别[ 4] , 热源有关的识别[ 5, 6]等等,而考虑对导热系数、源项和边界条件等多宗量

的综合反演模式,尚不多见# Tseng 等人曾提出针对未知量为导热系数、边界温度和边界热流

两两组合时的反演算法[ 7] ,但只有少量的数值验证# 

反问题的求解一般要依赖于正问题的计算# 瞬态传热问题需要求解与时间相关的偏微分

方程,由于边界形状/条件的复杂性,解析解一般难以获得, 多数情况下要借助数值求解# 即使

在空间上采用有限元法或有限差分法, 在时间域上一般也还要进行离散求解# 对反问题的求

解而言,一是要考虑这种离散求解的计算精度,二是要考虑这种离散求解应便于反演分析# 
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本文在时域利用精细积分法[ 8, 9]求解热传导正问题,具有解析性好、精度高、计算稳定等特点# 

此外,由于精细积分给出了正演解的解析表达,这使反问题求解中的敏度分析更为方便和简洁# 

本文推导了基于有限元和精细积分的传热正问题计算模型, 可考虑非均质及复杂的边界

条件和形状,并在此基础上发展了多宗量的反演模式, 给出了相应的敏度分析表达式, 可对热

物性参数,边界条件及热源等有关项进行多宗量辨识# 对所提方法进行了数值验证,初步考虑

了初值和噪音对反演结果的影响, 得到了令人满意的结果# 

1  瞬态热传导正演问题的有限元数值模型

瞬态热传导问题的控制方程可写为[ 10] :

  Qc<, t + ( kij <, j ) i - QQ = 0   ( x I 8)# ( 1)

初始条件为:

  < = <0   ( t = 0)# ( 2)

边界条件为:

  
< = �<   ( x I #1) ; kij<, jni = q   ( x I #2) ;

kij <, jni = h( <a- <)   ( x I #3) ,
( 3)

其中 <代表温度, <0代表初始温度场, # = #1+ #2+ #3代表域 8 的全部边界, Q为材料密度

( kg/m3) , c为比热容( J/ ( kg#K) ) , kij 为热传导系数( W/ ( m #K) ) , Q为热源密度(W/ kg) , t为时

间, n i是边界外法线方向余弦,�<为已知温度, q 为热流量( W/ m2) , h为放热系数(W/m2 # K)# 

在自然对流条件下, <a是外界环境温度# x 为坐标向量,下标 i , j 按求和约定: 1至 2代表 2D

问题, 1至 3代表 3D问题# 

对方程( 1) , 应用加权余量技术[ 10] ,可得瞬态热传导问题的有限元列式

  C Û<+ K< = PQ + Pq + PH = P, ( 4)

其中 K 是热传导矩阵,且K ij = 6
e

K
e
ij + 6

e

H
e
ij , 6

e

H
e
ij 是热交换边界对热传导矩阵的修正# 

C是热容矩阵# <和Û< 分别代表节点温度向量和节点温度向量对时间的导数# PQ、Pq、PH 是

分别与 Q, q , h 有关的温度载荷阵# 

2  精细积分算法及相应的瞬态热传导问题的正演模型

2. 1  精细积分算法[ 8, 9]

考虑线性常微分方程组

  Ûv = Hv + f ( t ) , ( 5)

其中 v 为n 维待求向量, H 为给定n @ n 阶常矩阵, f 为n 维已知向量# 

相应的齐次方程为

  Ûv = Hv# ( 6)

其基本解为

  v ( t - t0) = exp( H#( t - t 0) ) v0# ( 7)

设时域上积分步长为 S,则等间距的积分点依次为 t 0= 0, t 1= S, ,, t k = k#S, ,, 当 t =

t k时,有 v = vk , 则有逐步积分公式

  v1 = T#v0, v2 = T#v1, ,, vk = T#vk- 1, ( 8)

其中 T = exp( H # S) ,为了对 T 进行精细计算,可将其分解为

  T = exp( H#S) = ( exp( H#S/ m ) ) m , ( 9)
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取 $t = S/ m 相当于在每个积分步长内进一步划分为m 个精细步长,令 m = 2N ,若 N =

20, 则 m = 1 048 576# 在 $t的区间对指数函数进行泰勒展开, 由于 $t = S/ m 足够小,保留幂

级数的前 5项应有足够精度,于是

exp( H#$t ) U I + H#$t + ( H#$t ) 2
/ 2+ ( H#$t ) 3

/ 3! + (H#$t ) 4
/ 4! = I + Ta , ( 10)

其中   Ta = H#$t + ( H#$t ) 2
( I + H#$t / 3 + ( H#$t ) 2

/ 12) / 2# 

应该指出:由于 Ta将很小, 它与单位阵 I相加时将成为其尾数, 在计算机的舍入操作中其

精度将丧失殆尽# 因此,应妥当计算和存储矩阵 Ta, 具体实施如下
[ 9]

:

由式( 9)和式( 10) ,可将 T循环分解如下

  T = ( I + Ta )
2
N

= ( I + Ta )
2
N- 1

@ ( I + Ta )
2
N- 1

= ,, ( 11)

由于对任意矩阵 Tb、Tc, 有

  ( I + Tb) @ ( I + Tc) = I + Tb + Tc + TbTc , ( 12)

因此式( 11)的计算相当于做如下算法:

  当 ( iter = 0; iter < N ; iter+ + ) , Ta = 2 @ Ta + Ta @ Ta , ( 13)

当循环结束后, 再计算 T = I + Ta# 

对非齐次方程( 5) ,假设 f ( t ) 在区间( tk , t k+ 1) 内是线性的, 即

  Ûv = Hv + r0+ r1( t - t k) ,   tk [ t [ tk+ 1, k = 0, 1, 2, ,, ( 14)

其中 r0、r1 为已知常向量,则式( 14)递推形式的解可表示为

  vk+ 1 = T[ vk + H
- 1
( r0 + H

- 1
r1) ] - H

- 1
( r0+ H

- 1
r1+ r1#S)# ( 15)

2. 2  基于精细积分的瞬态热传导有限元正演模型
当 C、K 与时间无关,且 P 在区间( tk , t k+ 1) k = 0, 1, 2, ,. 内可以线性表示为 P = P0 +

P1( t - tk ) 时,可得到式( 4)递推形式的解为

  <k+ 1 = T[ <k + H
- 1
( r0+ H

- 1
r1) ] - H

- 1
( r0+ H

- 1
r1+ r1#S) , ( 16)

其中   H = - C
- 1
K , r0 = C

- 1
P0, r1 = C

- 1
P1# 

3  多宗量瞬态热传导反演分析

传热反问题的任务, 是通过某些已知信息,确定未知的热传导系数,热源项, 边界条件,和

边界形状等等# 未知量可能是式( 4)中 K 的热传导系数,或是 h、Q、q 等# 
将可能的待确定未知量统一记作

  X
T
= (X

1
)

T
, ( X

2
)

T
, ( X

3
)

T
, ( X

4
)

T
, ( 17)

其中 X
1
= k

u
, X

2
= h

u
, X

3
= Q

u
, X

4
= q

u# 此处以及下文中,上标 u代表/未知0# 
以下考虑 <k 对各参量的敏度,且假设 C、K和 P 均与时间无关, 则经过推导可将式( 4)写

为

  C
kÛ<+ 6 k

u
jK

u
j + K

k
+ 6 h

u
jH

u
j + H

k
< =

    6 Q
u
jP

u
Q
j
+ 6 q

u
jP

u
q
j
+ 6 h

u
jP

u
H
j
+

    6 Q
k
jP

k
Q
j
+ 6 q

k
jP

k
q
j
+ 6 h

k
jP

k
H
j
, ( 18)

这里上标 k代表/已知0# 

假定 <*
k 代表<k的已知信息序列, L是一个转换矩阵, M代表时域采样点的个数# X可通

过极小化下列泛函来确定

  0( X) = 1
2 6

M

k= 1

( <*
k - L<k)

T
( <*

k - L<k) , ( 19)
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极小化可借助于下列迭代过程实现[ 11]

  6 L
5 <k
5X

T

L
5 <k
5X

$X =

    6 L
5 <k
5X

T

( L<k - <*
) , ( 20)

其中

  

L
5 <k
5X

T

L
5 <k
5X =

  ( gk1, gk2, gk3, gk4)
T
L

T
L ( gk1, gk2, gk3, gk4) ,

gki =
5 <k
5Xi

,

( 21)

由式( 18)和精细积分算法[ 8, 9] , <k 对X
i的敏度可以表示如下

  

5 <k
5 ku

j
= K

- 1
K

u
jT

k
<0- KC

- 1
K

u
j#S#k#Tk

<0+

   C
- 1
K

u
j #S#k#Tk

P - K
u
j<k ,

5 <k
5 hu

j
= K

- 1
H

u
jT

k <0 - KC
- 1
H

u
j#S#k#Tk <0+

   C
- 1
H

u
j#S#k#Tk

P - T
k
P

u
H
j
+ P

u
H
j
- H

u
j<k ,

5 <k
5Qu

j
= - K

- 1
T

k
P

u
Q
j
+ K

- 1
P

u
Q
j
,

5 <k
5 qu

j
= - K

- 1
T

k
P

u
q
j
+ K

- 1
P

u
q
j
# 

( 22)

4  算   例

简明起见, 假设所有变量都是无量纲的, Q= 1, c = 1# 

算例 1至算例4给出了对单一变量的识别结果, 杆长均为 L# 

图 1  热物性参数 k 的识别           图 2  热源 Q的识别

算例 1  热物性参数 k的识别:杆由4个含有不同 k值的部分组成# 边界条件为5 </ 5x =

0, x = 0; 5 </5x = 0, x = L ; 初始条件为 <0 = 10x ,其它的计算参数为 L = 0. 025, q = 0, h

= 0, Q = 0# 采用 80个二次有限单元, 每个单元都假设为含有不同的 k 值, 时域上设置 20个

采样点,计算结果见图 1,其中最大误差发生在含有不同 k 值的部分的交界处# 

算例 2  热源项 Q的识别:沿杆长有线性分布的热源Q = 1+ x , L = 0. 1,边界条件为 <=
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0, x = 0; 5 </ 5x = 0, x = L; 初始条件为 <0 = 10x# 以节点上热源值作为待识别的宗量,将

杆分为40个二次单元, 共 81个节点, 反演结果列于图 2# 

算例 3  边界条件 ) ) ) q的识别:杆的各项计算参数为L = 0. 1, k = 1, h = 0, Q = 0# 边

界条件为 <= 0, x = 0; 5 </5x = q, x = 0. 1; 初始条件为 <0 = 10x# 假设 q 为未知量,计算

中采用5个二次单元,反演结果见表 1# 
表 1 q 的识别结果

实际值 识别结果 初始值 时间步长 采样点 误差 e/ ( % )

q = 1 0. 999 999 616 839 886 6 0. 001 1E- 6 10 0. 000 038

q = 1 1. 000 037 965 323 287 100 1E- 6 10 0. 003 8

  表 2 h 的识别结果

实际值 识别结果 初始值 时间步长 采样点 误差 e/ ( % )

h = 1 0. 998 522 346 892 43 0. 001 1E- 6 20 0. 147 8

h = 1 1. 001 610 755 059 44 100 1E- 6 20 0. 161 1

图 3  二维模型

  算例 4  边界条件 ) ) ) h 的识别: 计算参数

为 L = 0. 1, k = 1, <a = 1, Q = 0# 边界条件为 <

= 0, x = 0; 5 </ 5x = h( <a- <) , x = 0. 1;初始

条件为 <0 = 10x# 假设 h 为未知量,计算中采用

5个二次单元, 结果见表 2# 

算例 5至算例6给出了多宗量联合反演的例

子# 

算例 5  宗量 k 和h 的联合识别:考虑图 3所

示的二维问题, 在边界7_11_18_22_29上 <a = 1, h

未知;在其它边界有 5 </ 5x = 0或5 </5y = 0,单

元1、2、3中的 k 未知,结果见表3# 

  表 3 k 和h 的联合识别结果

实际值 识别结果 初始值 时间步长 采样点 迭代次数 误差 e / ( %)

k ( 1) = 1 1. 000 011 130 741 091 0. 01 1E- 6 20 103 0. 001 1

k ( 2) = 2 1. 999 965 028 093 216 0. 01 1E- 6 20 103 0. 001 7

k ( 3) = 3 3. 000 273 367 655 649 0. 01 1E- 6 20 103 0. 009 1

h = 1 0. 999 988 917 722 942 6 0. 01 1E- 6 20 103 0. 001 0

k ( 1) = 1 1. 000 011 291 452 631 1 000 1E- 6 20 128 0. 001 1

k ( 2) = 2 1. 999 964 523 118 068 1 000 1E- 6 20 128 0. 001 8

k ( 3) = 3 3. 000 277 315 242 751 1 000 1E- 6 20 128 0. 009 2

h = 1 0. 999 988 757 687 195 0. 01 1E- 6 20 128 0. 001 1

  算例 6  宗量 k 和Q 的联合识别: 考虑一个由 5个等长区间组成的长度为 L = 1. 0的杆,

每个区间的 k 均不相同# 沿杆长有线性分布的热源 Q = x# 边界条件为 <= 0, x = 0;5 </ 5x
= h( <a- <) , x = L, <a = 1; 初始条件为 <0 = 10x ,区间1、2、3中的 k 值和区间 4、5中的 Q

未知# 计算中采用等长度, h = 1的100个二次单元, 假设每个区内的 20个单元间都具有相

同的 k 值,反演结果见表 4# 
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表 4 k 和Q 的联合识别结果

实际值 识别结果 初始值 时间步长 采样点 误差 e/ ( % )

k (1) = 0. 5 0. 501 435 125 064 622 3 1 1E- 6 10 0. 287

k (2) = 0. 6 0. 600 432 267 902 031 2 1 1E- 6 10 0. 075

k (3) = 0. 7 0. 700 263 538 270 119 3 1 1E- 6 10 0. 038

Q ( 4) = 4 4. 075 536 539 681 542 1 1E- 6 10 1. 888

Q ( 5) = 5 4. 994 889 122 785 344 1 1E- 6 10 0. 102 2

  算例 7  含噪数据对结果的影响:

实际测量中,信息误差是不可避免的,假设

  <*
= <e(1+ KA) , ( 23)

其中 <* 代表含噪的测量信息, <e为不含噪声的准确信息, K为服从(0, 1) 正态分布的随机变

量, 重新计算例5,并令 h = 1# 对每一个给定的 A值,随机取50组 K值得到50组反演结果,取

其算术平均值作为最终的反演结果,列于表 5# 
表 5 噪声对结果的影响

实际值 识别结果 初始值 时间步长 A

1 0. 927 682 793 830 261 1 0. 1 1E- 6 0. 01

2 1. 741 529 142 137 577 0. 1 1E- 6 0. 01

3 2. 687 817 270 394 474 0. 1 1E- 6 0. 01

1 0. 963 913 300 021 494 9 0. 1 1E- 6 0. 005

2 1. 869 349 576 437 752 0. 1 1E- 6 0. 005

3 2. 841 465 690 268 463 0. 1 1E- 6 0. 005

  数值算例表明:

1) 本文提出的方法可对瞬态传热反问题进行求解, 包括对热物性系数、边界条件和源项

等宗量作单项及联合识别,结果令人满意# 

2) 初值的选择对反演识别结果和迭代次数均有一定的影响# 

3) 信息误差对反演结果有较大的影响# 

5  结   论

本文提出了一种基于精细积分技术的求解瞬态热传导多宗量反问题的新方法, 与以往工

作相比,其主要特点为:

1) 考虑了非均匀介质中多宗量的联合识别# 

2) 建立了半解析形式的瞬态热传导问题的正演模型,便于进行敏度分析# 

本文的方法虽假定反演变量不随时间变化,但通过线性化等手段,可对与时间有关的反演

变量进行处理, 有关工作已取得初步成果# 经进一步完善发展, 本文提出的方法可以成为求解

瞬态热传导多宗量识别问题的有效工具之一# 
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Abstract: By modeling direct transient heat conduction problems via finite element method ( FEM)

and precise integral algorithm, a new approach is presented to solve transient inverse heat conduction

problems with multi_variables. Firstly, the spatial space and temporal domain are discretized by FEM

and precise integral algorithm respectively. Then, the high accuracy semi_analytical solution of direct

problem can be got. Finally, based on the solution, the computing model of inverse problem and ex-

pression of sensitivity analysis are established. Single variable and variables combined identifications

including thermal parameters, boundary conditions and source_related terms etc. are given to validate

the approach proposed in 1_D and 2_D cases. The effects of noise data and initial guess on the results

are investigated. The numerical examples show the effectiveness of this approach.

Key words: heat conduction; inverse problem; multi_variables; precise integral algorithm; finite ele-

ment
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