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摘要:  首先介绍了旋量的基本理论、指数积及雅可比矩阵# 在此基础上定义了基于旋量理论的

主动力旋量、惯性力旋量、偏速度旋量、广义主动力及广义惯性力等概念, 之后推导出了基于旋量

理论的开链机器人动力学 Kane方程, 再者阐明了偏速度旋量几何计算,最后以示例验证结论的正

确性# 
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引   言

机器人动力学是机器人动态控制和机械设计的基础# 其动力分析可应用理论力学理论和

分析动力学中的动力学方程# 常用的有牛顿_欧拉方程、拉格朗日方程、罗斯方程、阿沛耳方程

及凯恩( Kane)方程等# 应用不同的动力学方法研究同一对象的同一种运动形态,最终的结果

是相同的,但形式不同,计算速度和计算量相差很大,他们是能否实现实时控制的关键[ 1]# 

牛顿_欧拉方程中包含机器人关节处的约束反力,要消去它们形成机器人运动和驱动力矩

关系的显式较烦,主要用于力分析和机构设计;而拉格朗日方程、罗斯方程、阿沛耳方程均为偏

微分方程,计算量大且速度低; Kane 方程是分析动力学近 30年新进展之一, 其形式简单, 由

加、减、乘运算即可完成计算, 计算速度高,并且便于用计算机建立和求解复杂系统的动力学方

程,实施实时控制# 

理查德#摩雷(美) ,李泽湘(中) ,夏恩卡#萨思特(美)在其专著5机器人操作的数学导论6[ 2]

中汇集了基于旋量理论及指数变换的机器人研究新领域的最新文献及著者从事这方面研究工

作的成果# 该专著在动力学方面对拉格朗日方程和牛顿_欧拉方程作了详细地论述并给出了

应用事例# 

本文根据旋量理论及基于旋量理论的机器人运动学, 结合质点系动力学 Kane 方程, 推出

了基于旋量理论的开链机器人动力学Kane 方程,最后以示例验证结论的正确性# 
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1  刚体旋量理论及指数积[ 2]

1. 1  旋量和力螺旋

刚体从一位置到另一位置的运动, 可以通过绕某一轴线的转动加上平行于该直线的移动

得到# 设其转动轴线为 X I R3
,且 + X+ = 1, q 为轴上一点# p 为刚体上不在转动轴线上

的一点,且以单位速度 v 平行于 X 移动,引入如下 4 @ 4矩阵

  N
^

=
X̂ v

0 0
I R4@ 4

,

其中 v = - X @ q, X̂ 为反对称矩阵,设 X = [ X1  X2  X3]
T
, 则

  X̂ =

0 - X3 X2

X3 0 - X1

- X2 X1 0

# 

引入(Vee)运算符 D ,定义

  N=
X̂ v

0 0

D

=
v

X
I R6@ 1

,

N
^

称为运动旋量, N为运动旋量 N
^

的运动旋量坐标# 

作用在刚体上的广义力包括移动分量(纯力)和作用于一点的转动分量(纯力矩) , 可用一

个六维矢量表示

  F =
f

S
  ( f I R3

, S I R3
) ,

称力_力矩的组合为力旋量# 

1. 2  刚体速度和伴随变换

设 A 为空间坐标系(惯性坐标系) , B 为物体坐标系, B 系与A 系共原点并绕A 旋转# 设

Rab为B 转动轨迹的曲线, 将点 B 在系中的坐标变换到A 系中坐标的刚体变换,用运动旋量的

指数形式表示

  gab = exp( N
^

H) = eN
^
H
=

e
X̂H

( I - e
X̂H
) ( X @ M) + XX

T
MH

0 1
I R4@ 4   ( X X 0)# 

将刚体空间速度定义为

  V̂
s
ab := Ûg abg

- 1
ab , V

s
ab =

v
s
ab

Xsab
# ( 1)

将刚体物体速度定义为

  V̂
b
ab := g

- 1
abÛg ab , V

b
ab =

v
b
ab

Xbab
# ( 2)

空间速度与物体速度关系为

  V
s
ab =

Rab p̂ abRab

0 Rab
V
b
ab# 

上式中将物体速度运动旋量坐标变换到空间速度运动旋量坐标的 6 @ 6矩阵称为关于 g 伴随

变换,记为 Adg , 则
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  Adg =
R p̂R

0 R
, ( 3)

Adg 可逆,其逆阵为

  A
- 1
dg =

R
T

- R
T
p̂

0 R
T

# ( 4)

1. 3  指数积与雅可比矩阵

对开链机器人的运动副从 1到 n编号,并从机架开始对连杆编号,使得第 i 个运动副联接

连杆 i - 1和 i ,连杆 0即为机器人的机座,连杆 n 与末端执行器刚性联接
[ 3]# 

基础坐标系 S 固连于连杆 0,工具坐标系 T 固连于末端执行器# 定义机器人的参考位形

为机器人对应于 H= 0的位形,并用 g st (0) 表示机器人位于参考位形时 T 到S刚体变换# 第

i 个关节运动旋量坐标Ni对应于除第i个关节外所有其它关节均固定于Hj = 0位置时第 i个关

节的旋量运动# 转动关节或移动关节运动旋量坐标 Ni 分别为

  Ni =
- Xi @ qi

Xi
或 Ni =

vi

0
, ( 5)

其中 Xi I R3是运动旋量轴线上的单位矢量, qi I R3为轴线上的任一点# vi I R3是指向

移动方向的单位矢量# 机器人运动学正解的指数积公式[ 2] , [ 4]如下

  gs t ( H) = e
N
^

1
H
1e
N
^

2
H
2 ,eN

^

n
H
ng st (0)# ( 6)

如果机器人各关节沿路径 H运动,那么末端执行器也就沿 g st ( H) 运动, 则末端执行器的

空间瞬时速度, 根据式( 1)可用如下运动旋量表示

  V̂
s
st = Ûg s t ( H) g

- 1
st ( H) = 6

n

i= 1

5g st

5Hi
ÛHi g

- 1
st ( H) = 6

n

i = 1

5g st

5Hi
g
- 1
s t ( H) ÛHi , ( 7)

由式( 7)知末端执行器的速度与各关节的速度成线性关系# 所以

  V
s
st = J

s
s t ( H) ÛH,

其中

  J
s
st ( H) =

5 gs t
5H1g

- 1
s t

D

,
5g st

5Hng
- 1
s t

D

# ( 8)

称式( 8)的矩阵 J
s
s t ( H) I R6@ n 为机器人的空间雅可比矩阵,对于某一位形,它将关节速度矢

量映射为对应的末端执行器速度# 

若 N
^

i 为单位旋量,则机器人空间雅可比矩阵式( 8)变为

  J
s
st ( H) = [ Nc

1  Nc
2  ,  Nc

n ] , ( 9)

  Nc
i =

5g st

5Hi
g
- 1
st

D

= A deN
^
1
H
1 ,eN

^
i- 1

H
i- 1 Ni# ( 10)

由式( 10)知,空间雅可比矩阵的第 i列N
c
i 就是由参考位形变换到机器人当前位形的第 i个关节

的运动旋量坐标# 根据此结构特性, /通过观察0就可计算 J
s
s t ( H)# 

根据式( 2) , 机器人的物体雅可比矩阵 J
b
st ( H) 满足如下关系

  V
b
st = ( g

- 1
abÛg ab)

D
= J

b
st ( H)ÛH,

同理可得物体雅可比矩阵为

  J
b
st ( H) = [ N

+
1  N

+
2  ,  N

+
n ] , ( 11)

  N
+
i = A

- 1
d e

N
^
1
H
1 ,eN

^
i- 1

H
i- 1 Ni# ( 12)
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物体雅可比矩阵的各列对应于当前位形在工具坐标系中表示的关节运动旋量坐标# 

2  Kane方程简介[ 5, 6]

设系统由 N 个质点组成,系统具有 k 个自由度# 刚体 M作一般运动时,其质心 C的速度

可以表示为

  VC = 6
k

j= 1

VMC
j
uj + VC

0
  (M= 1, 2, ,, N) , ( 13)

上式中 uj 前的矢量系数 VMC
j
是刚体M的质心C 相对于广义速率uj 的偏速度# 

刚体 M的角速度可表示为

  XM= 6
k

j= 1
XMjuj + XM0   (M= 1, 2, ,, N )# ( 14)

则广义速率 uj 前的系数矢量 XMj 称为刚体M关于广义速率uj 的偏角速度# 

将作用于刚体上所有主动 FM向质心C 简化,得主动力主矢 RC和主动力主矩MC , 广义主

动力

  Fj = RC#VMC
j
+ MC#XMj   (M= 1, 2, ,, N; j = 1, 2, ,, k )# ( 15)

同样将作用刚体上所有惯性力向质心 C简化, 得惯性力主矢 R
*
C 和惯性力主矩M

*
C , 广义

惯性力为

  F
*
j = R

*
C #VMC

j
+ M

*
C # XMj   (M= 1, 2, ,, N ; j = 1, 2, ,, k)# ( 16)

Kane方程为

  Fj + F
*
j = 0   ( j = 1, 2, ,, k ) , ( 17)

它们表示, 一个有 k 个自由度的理想约束系统,对应于各广义速率 uj 的广义主动力Fj 和广义

惯性力F
*
j 之和分别等于零# 

3  基于旋量理论的 Kane方程研究

3. 1  定义

基于 1. 3节开链机器人运动副、连杆的编号,并在第 i 连杆的质心固联物体坐标系L i , 根

据上面的内容, 定义如下概念:

定义 1  连杆 i 上主动力旋量Fwi为作用于连杆质心的主动力主矢RCi和主动力对质心的

主矩 MCi 组合# 即

  Fwi =
RCi

MCi

  ( i = 1, 2, ,, n)# ( 18)

定义 2  连杆 i 上惯性力旋量F
*
wi为作用于连杆质心的主动力主矢R

*
Ci和主动力对质心的

主矩 M
*
Ci 组合# 即

  F
*
wi =

R
*
Ci

M
*
Ci

  ( i = 1, 2, ,, n)# ( 19)

定义 3  刚体质心的偏速度和刚体的偏角速度组合称为刚体的偏速度旋量# 即

  Vpj =
vCj

XMj
  ( j = 1, 2, ,, n)# ( 20)

3. 2  偏速度旋量
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开链机器人的自由度数为其关节数# 第 i 个连杆质心的物体坐标系为L i ,设其相对于机

器人基础坐标系 S 的初始位形为gSL
i
( 0) ,根据式( 6) ,则物体坐标系 L i相对于S 的当前位形为

  gSL
i
( H) = eN

^

1
H
1 ,eN

^

i
H
igSL

i
(0) , ( 21)

则第 i 杆质心的物体速度为

  V̂
b
SL

i
= g

- 1
SL

i
( H) ÛgSL

i
( H) = g

- 1
SL

i
( H) 6

i

j = 1

5 gSL
i

5Hj
ÛHj = 6

i

j = 1
g
- 1
SL

i
( H)

5 gSL
i

5Hj
ÛHj , ( 22)

根据运动旋量坐标定义, 有

  V̂
b
SL

i
= ( J

b
SL

i
( H) ÛHi ) D

, V
b
SL

i
= J

b
SL

i
( H) ÛHi ,

其中 ÛHi = [ ÛH1  ÛH2  , ÛHi ] T,

  J
b
SL

i
( H) = g

- 1
SL

i
( H)

5 gSL
i

5H1

D

 , g
- 1
SL

i
( H)

5gSL
i

5Hi

D

 0  ,  0 # ( 23)

又

  g
- 1
SL

i
( H)

5 gSL
i

5Hj
= g

- 1
SL

i
(0) e

- N
^

i
H
i ,e- N

^

j
H
j ( N

^

j ) e
N
^

j
H
j ,eN

^

i
H
igSL

i
(0) , 则

  N
+
ij = g

- 1
SL

i
( H)

5 gSL
i

5Hj

D

=
A

- 1

d( e
N
^
j
H
j ,eN

^
i
H
ig

SL
i
(0) ) Nj   ( j [ i ) ,

0          ( j > i )
( 24)

所以 N+ij 为相对于第i连杆坐标系的第j 个瞬时关节运动旋量坐标# J
b
SL

i
( H) 为相对于 gSL

i
( H)

的物体雅可比矩阵, 其形式为

  J
b
SL

i
( H) = [ N+i1  ,  N+ij  0  , 0]# ( 25)

如果选取开链机器人的各关节速率为广义速率,则

  ÛH= [ÛH1  ÛH2  ,  ÛHn] T

为广义速率矢量# 根据偏速度定义,由 V
b
SL

i
= J

b
SL

i
( H)ÛHi知,连杆 i的物体雅可比矩阵J

b
SL

i
( H)

为偏速度旋量矩阵,所以 J
b
SL

i
( H) 的第 1列至第 i列分别为机器人连杆 1至连杆 i的偏速度旋

量,即 N
+
i1 ,N

+
ij # 

3. 3  基于旋量的 Kane方程

定义 4  开链机器人相对于某一偏速度旋量的广义主动力等于各连杆的主动力旋量与偏
速度旋量的点积之和# 即

  Fj = 6
n

i = 1
Fwi#N+ij   ( j = 1, 2, ,, n)# ( 26)

定义 5  开链机器人相对于某一偏速度旋量的广义惯性力等于各连杆的惯性力旋量与偏

速度旋量的点积之和# 即

  F
*
j = 6

n

i= 1

F
*
wi#N+ij   ( j = 1, 2, ,, n)# ( 27)

最后得到基于旋量理论的开链机器人动力学 Kane方程为

  Fj + F
*
j = 0   ( j = 1, 2, ,, n) , ( 28)

即    6
n

i= 1

RCi

MCi
# N+ij + 6

n

i= 1

R
*
Ci

M
*
Ci

# N+ij = 0   ( j = 1, 2, ,, n) ( 29)

也即方程组
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6
n

i = 1

RCi

MCi

# N+i1 + 6
n

i= 1

R
*
Ci

M
*
Ci

# N+i1 = 0,

s

6
n

i = 1

RCi

MCi

# N+in + 6
n

i= 1

R
*
Ci

M
*
Ci

# N+in = 0# 

( 30)

4  应 用示 例

4. 1  偏速度旋量计算

解上述 Kane方程,主要计算内容有 3部分:各连杆的主动力旋量, 各连杆的惯性力旋量及

各连杆的偏速度旋量# 式( 24)表明, J bSL
i
( H) 的各列对应于连杆 i瞬时位形在连杆L i坐标系中

表示的各关节运动旋量坐标# 

图 1 三杆开链机器人

如图 1三连杆机器人, 如各连杆的质量及分

别关于 x , y , z 轴的惯性矩已知, 求各关节驱动力

矩# 取运动旋量轴线上的点 q1, q2及 q3,连杆L i

坐标轴方向与连杆惯性主轴方向一致, 如图 2为

关节角旋转后投影# 

当关节 1旋转 H1后, q1点在 L i物体坐标系中

的坐标及运动旋量方向 Xc
1分别为

q
c
1 =

0

0

l 0- r0

, Xc
1 =

0

0

1

# 

图 2 关节角旋转后投影

根据式( 5) , 关节 1运动旋量坐标为

Nc
1 =

- q
c
1 @ X

c
1

Xc
1

=

0

0

0

0

0

1

所以,连杆 1的物体雅可比矩阵为

J
b
SL
1
( H) = [ N+11  N+12  N+13] =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

# 

当关节 2分别旋转 H2 后,可以算出 q1, q2 在 L 2坐标系中的坐标及运动旋量方向,可算出

连杆 2的物体雅可比矩阵 J
b
SL

2
( H) ; 同理算出 J

b
SL

3
( H) , 分别如下
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  J
b
SL

2
( H) = [ N+21  N+22  N+23] =

- r 1c2 0 0

0 0 0

0 - r 1 0

0 - 1 0

- s2 0 0

c2 0 0

,

  J
b
SL

3
( H) = [ N+31  N+32  N+33] =

- l 1 c2- r2 c23 0 0

0 l 1 s3 0

0 - r 2- l 1 c3 - r2

0 - 1 - 1

- s23 0 0

c23 0 0

# 

其中 c2 = cosH2, c23 = cos( H2 + H3) , 其它类推# 

根据旋量的开链机器人动力学 Kane方程( 29)或( 30) ,得如下 3个方程

  6
3

i= 1

RCi

MCi

# N+i1 + 6
3

i = 1

R
*
Ci

M
*
Ci

# N+i1 = 0,

  6
3

i= 1

RCi

MCi
# N

+
i2 + 6

n

i= 1

R
*
Ci

M
*
Ci

# N
+
i2 = 0,

  6
3

i= 1

RCi

MCi
# N

+
i3 + 6

n

i= 1

R
*
Ci

M
*
Ci

# N
+
i3 = 0# 

把各连杆的主动力向质心简化可得其的主动力旋量,根据连杆质心加速度及连杆角加速度递

推公式,可求得各连杆质心加速度及连杆角加速度,从而求出各连杆的惯性力旋量# 把各连杆

的主动力旋量及惯性力旋量代入上面 3个方程,求解可得各关节的驱动力矩# 

5  结   论

1) 本文给出了主动力旋量、惯性力旋量、偏速度旋量等概念的定义, 并推导出了基于旋量

理论的开链机器人动力学 Kane方程# 

2) 用上述基于旋量理论的开链机器人动力学Kane 方程,求解参考文献[ 2]的例 4. 3三杆

机器人动力学, 例 4. 4理想化 SCARA机器人的动力学,结论完全一致# 

3) 从该动力学方程推导的过程及应用示例可知,求解该方程仅需加、减、乘运算, 更适合

于用计算机建立和求解开链机器人动力学方程, 和传统 Kane 动力学方程相比,其计算效率高

低的定量计算比较复杂, 正在研究# 

4) 由于篇幅所限未能给出示例的详细求解过程# 
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Investigation on Kane Dynamic Equations Based on

Screw Theory for Open_Chain Manipulators

LIU Wu_fa1, 2,  GONG Zhen_bang2,  WANG Qin_que2

( 1. College of Mechan ical Engineer in g , Zhengzhou Univer sity ,

Zhengzhou 450002, P . R . China ;

2. Mechatr onical Engin eer in g and Autom ation School , Shangha i Univer sity ,

Shangha i 200072, P . R . China )

Abstract: First, screw theory, product of exponential formulas and Jacobian matrix are introduced.

Then definitions are given about active force wrench, inertial force wrench, partial velocity twist, gen-

eralized active force, and generalized inertial force according to screw theory. After that Kane dynamic

equations based on screw theory for open_chain manipulators have been derived. Later on how to com-

pute the partial velocity twist by geometrical method is illustrated. Finally the correctness of conclu-

sions is verified by example.

Key words: screw theory; partial velocity twist; open_chain manipulator; Kane dynamic equation
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