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摘要 : � 通过用正弦波形模拟桥面的不平和考虑移动车辆- 桥梁间的相互作用, 在 Euler_Bernoulli

梁理论的基础上建立了一种车桥系统的耦合振动模型�� 利用模态分析法和 Runge_Kutta 法对模型

进行数值求解,获得了车桥系统耦合振动的动态响应和共振曲线�� 发现车桥耦合振动的共振曲线

中存在两个共振区域,一个反映主共振而另一个反映次共振�� 讨论了桥面不平、桥梁振型和车辆

间的相互作用对系统振动的影响�� 数值结果表明, 这些参数对系统振动的影响很大, 桥面不平和

振型对车桥系统耦合振动的影响不能忽略,设计车速应该远离临界车速��
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引 � � 言

车桥系统振动是一个古老而又复杂难解的课题,其振动机理在桥梁设计、维护和控制中起

着重要的作用�� 但是,虽然已有大量关于移动荷载下桥梁振动的理论研究、数值研究和实验分

析[ 1~ 11] ,迄今为止仍然没有清楚桥梁振动的所有特征�� 原因是这些研究要么忽略车辆惯

性[ 1~ 3]、要么忽略桥梁与车辆移动间的相互作用[ 1~ 8]、要么忽略桥面不平[ 1~ 10]的影响、要么忽

略桥梁振型对相互作用的影响[ 11]�� 这种状况严重影响桥梁设计的合理性及其使用性能�� 因

为现代桥梁设计得越来越轻长,移动车辆的作用对系统的影响更为突出�� 全面了解车桥系统

振动的特性,能大大地提高桥梁结构的安全及使用性能�� 本文所建立的车桥振动模型综合考

虑了前述各种因素, 使之更切实际,并利用数值方法对车桥振动的特性进行了研究��

1 � 车桥系统振动模型

车桥系统的相互影响是复杂的,为了抓住主要矛盾,把车桥系统简化为如图 1所示的质量

弹簧桥梁系统, 桥简化为具有等效刚度的 Euler_Bernoulli梁�� 桥面不平用 w ( x ) = dsin( �0x )

来模拟,其中 d 和 �0 分别表示路面不平波形的幅度和频率�� 车辆只考虑竖向模型, 并假定轮

胎不离桥面,则系统的运动微分方程为

� � m�z + m1�z 1+ c1[�y ( vt , t ) + �z 1- �w ] + k1[ y ( vt , t ) + z 1- w ] = 0, ( 1)
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� � m�z + c(�z - �z 1) + k ( z - z 1) = 0, ( 2)

� � EI
�4
y

�x 4 + �
�y
� t + �

�2
y

� t 2 = [ ( m+ m1) g + m�z + m1�z 1] �( x - vt ) , ( 3)

图 1 � 车轿系统模型

式中 y、z 和z 1分别是桥、车体和车轮的位移; m、c

和 k 分别是车体的质量、阻尼和弹簧系数; m1、c1

和 k 1分别是轮胎的质量、阻尼和弹簧系数; EI、�、

�和L 分别是桥的抗弯刚度、阻尼、单位长度质量

和桥长 �� 设 y ( x , t ) = �
�

i= 1Ui ( x ) qi ( t ), 其中

Ui ( x ) = 2/ ( �L ) sin( i�x / L) 是桥的正则化振型��

把 y ( x , t )代入方程(3) 并在两边乘以 Ui ( x ) ,对 x

在[ 0, L] 上积分,注意振型的正交性和 �函数的性质, 可得

� � �qi + 2�i p i�qi + p
2
iqi = Ui ( vt ) [ ( m + m1) g + m�z + m1�z 1] , ( 4)

式中

� � p
2
i =

EI
�

i�
L

4

, 2�i p i =
�
�
��

车体和轮胎的频率和阻尼分别为

� � �2
=

k
m
, �=

c
2m�

, �2
1 =
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m1
, �1 =

c1

2m1 �1
��

引入无量纲参数(其中 f 是桥的最大静位移)

� � �= m
�
, �1 =

m1

�
, �1 =

�1

p 1
, � =

�
p 1
, �=

v�
lp 1

, f =
�4( m + m1) g

48L �p 1
,

� � �f 1 =
( m + m1) g

f
, Z =

z
f
, Z1 =

z1

f
, Y =

y
f
, ui =

qi
f
, W =

w
f
��

将上述无量纲参数代入式( 1)、( 2)、( 4) , 则车桥系统的运动方程表示为:

� � �Z 1+
�
�1
�Z + 2�1�1(�Y + �Z1- �W) + �

2
1( Y + Z1- W) = 0, ( 5)

� � �Z + 2��(�Z - �Z 1) + �
2
( Z - Z 1) = 0, ( 6)

� � �ui + 2�i pi�u i + p
2
iu i = �Ui ( vt ) ( f 1+ ��Z + �1�Z 1) , ( 7)

式中

� � Y( vt , t ) = �
�

i= 1
u i ( t ) Ui ( vt )��

式( 5)、( 6)、( 7)可写成矩阵形式

� � M�U+ C�U+ KU= F , ( 8)

其中

� � U = Z1, Z, u1, u2, �, un T
,

� � F =

2�1p 1 �1�W + p
2
1 �

2
1W

2�1p 1 ��W + p
2
1 �

2
W

�U1( vt ) f 1

�U2( vt ) f 1

�

,
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� � M =

1 �/ �1 0 0 � 0

0 1 0 0 � 0

- ��1U1 - ��U1 1 0 � 0

- ��1U2 - ��U2 0 1 � 0

� � � � � �

,
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,
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,

其中 M、C、K分别是( n + 2) 阶质量、阻尼和刚度矩阵, F是( n + 2) 阶荷载向量, U是( n + 2)

自由度向量��

2 � 车桥耦合振动的特性

方程( 8)是准周期系数的非自治微分方程组,此类方程的求解可将人们带入现代数学的最

前沿, 其解析求解是非常困难的�� 本文用 Runge_Kutta 方法进行数值求解,模拟中只取起主要

作用的一阶振型�� 计算结果示于图 2和图 3中��

� � � 图 2� 轻车时最大位移与车速的关系 � � � � � � 图 3� 重车时最大位移与车速的关系

图2是某轻车通过时桥的动态放大因子 ( A = ymax / f ) 与车速系数( �) 的关系�� 桥的参数

是 E = 3. 303 � 10
10

N/ m
2
, I = 18. 638 m

4
, �= 334 kg/ m, �1 = 0. 03, L = 40 m�� 按�公路工

程质量评定标准�JTJ071_94,可取 d = 5 mm, 路面不平的半波长 l = 5 m�� 而该车的参数为

(m , m1) = (1 776, 364) kg, ( c , c1) = (5 295, 3 000) N�s/m, ( k , k1) = (195 470, 121 � 104
)

N/ m�� 由图 2可见最大位移曲线在 �= 0. 043, 0. 064, 0. 305处存在峰值,即共振临界车速或共

振亚临界车速发生在这几个地方,同时可知桥的最大挠度(约为 2. 5d ) 是静挠度的 279. 4倍��
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可见耦合振动的影响是巨大的,其原因是,轻车通过时产生的静挠度非常小,使得 d/ f 很大(约

为110倍) ,于是 W( vt) 成为方程(8) 的序参量,对系统振动起决定性作用, 而振型 Ui ( vt ) 对系

统的振动影响很小�� 由此可知,桥面不平度对车桥耦合振动的影响不能忽略,同时也说明了不

平度的确定对车桥系统振动研究有重要意义��

图3是某重车通过桥梁时, 桥的动态放大因子 ( A = ymax / f ) 与车速系数( �) 的关系�� 桥

的参数同前例�� 而该重车的参数为( m, m1) = (13 760, 2 382) kg, ( c , c1) = (8 � 10
4
, 4 � 10

4
)

N�s/m, ( k , k1) = (5 � 106
, 107

) N/ m�� 此时最大挠度曲线只有一个峰值,共振临界车速发生在

�= 0. 065处,峰值的大小是静挠度的 45. 4倍,比前例大为减小,这是因为重车通过时静挠度

比较大,从而 d / f 较小,不平度对车桥振动的影响较前例大大减低, 振型 Ui ( vt ) 对车桥振动的

影响则逐步增加��

通过上述算例,可以看到车桥耦合振动与 L、f、�、d / f、�、�1、�、�1 等因素有着密切的联

系,共振临界车速也不是一个固定值,所以在进行振动控制时,应求出共振参数区域,而不能单

从临界车速系数一个方面进行控制�� 同样, 公路设计车速的确定以及桥梁强度的制订除安全

因素外,应考虑桥梁振型和桥面不平的影响以及考虑桥梁基频与车辆基频的关系�� 车速不能

过大以免引起不安全,也不能过低以免落入共振参数区域�� 设计行车速度应选在共振临界车

速前方、A 曲线已经下降到较平缓的曲线区域��

如果不考虑惯性、不考虑不平度,则桥梁的最大挠度仅为静挠度的 1. 5倍,可见车桥系统

振动的模型对研究结果影响极大�� 本文的研究表明,车桥系统模型也不能忽略振型 Ui ( vt ) 及

其导数的影响, 因为一旦车辆进入桥梁, 桥梁便已开始变形,则桥的振型对于汽车来说成为随

时间变化的位移约束,必然会产生阻尼, 从而影响车桥系统的振动�� 忽略了这一因素的模型

只有在 d / f 很小时才是可行的,否则误差极大, 甚至产生本质性的错误��

3 � 结 � � 论

建立了切合实际的车桥系统振动模型,考虑了桥面不平及桥梁振型对系统振动的影响,研

究结果表明,它们对车桥耦合振动的影响非常大��

轻型车通过桥梁时, 桥面不平是系统演变的序参量, 这是因为方程( 8)中驱动项 d / f 的幅

值变大所致�� 桥梁最大变形曲线( A_�) 存在 3个峰值,即存在共振临界车速和亚临界车速,临

界车速时的最大位移可达最大静位移的 279. 4倍,显示了桥面不平对系统振动的巨大作用��

重车通过桥梁时,桥梁最大变形曲线 ( A_�) 只存在一个峰值, 即只存在共振临界车速,此

时最大位移是静位移的 45. 4倍,这是因为重车通过时, 不平度与静挠度之比 d / f 较小, 不平度

对系统演变的影响减弱, 桥梁振型及其导数对系统演变的影响增加,方程( 8)中驱动项的幅值

变小所致��

共振临界车速及亚临界车速处的振动应进行控制, 控制的实现有赖于共振临界参数区域

的确定�� 这个参数区域也是确定公路设计行车速度和确定桥梁设计强度的依据��

忽略桥面不平和桥梁振型的车桥振动模型会引起很大的误差,甚至产生本质性的错误��
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Coupling Vibration of Vehicle_Bridge System

CHEN Yan, � HUANG Xiao_qing, � MA You_fa
( College of Tr affic an d Commun ica tion s , South Chin a Univ er sity of Technolo gy ,

Guan gzhou 510640, P . R . China )

Abstract: By applying the sinusoidal wave mode to simulate the rugged surface of bridge deck, ac-

counting for vehicle_bridge interaction and using Euler_Bernoulli beam theory, a coupling vibration

model of vehicle_bridge system was developed. The model was solved by mode analyzing method and

Runge_Kutta method, and the dynamic response and the resonance curve of the bridge were obtained.

It is found that there are two resonance regions, one represents the main resonance while the other

the minor resonance, in the resonance curve. The influence due to the rugged surface, the vibration

mode of bridge, and the interaction between vehicle and bridge on vibration of the system were dis-

cussed. Numerical results show that the influence due to these parameters is so significant that the ef-

fect of roughness of the bridge deck and the mode shape of the bridge can� t be ignored and the vehicle

velocity should be kept away from the critical speed of the vehicle

Key words: coupling vibration; dynamic response; resonance; vehicle_bridge system; critical speed

of vehicle
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