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摘要 :  小波理论中多分辨率分析( MRA) ,可以提供在不同分辨率下分析表达信息的有效途径# 

基于样条小波多分辨率分析,将无单元中的权函数投影到尺度空间去研究, 尝试一种新的权函数

研究方法,并给出了算例# 
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引   言

无单元法只需要节点信息,不需要单元信息, 发展很快,有 EFEM [ 1] , SPH[ 2] , RKPM[ 3] , PU[ 4]

等许多种类# 

无单元法中权函数及其参数的选取对拟合的效果影响很大[ 1]# 

合理准确地确定权函数影响半径大小是目前的最大困难,影响半径在实践上是由分段连

续的权函数给出的, 影响半径的使用,或者说权函数的使用强调近似解与真实解在某一区间上

的拟合程度,实际计算表明,影响半径大的取值对最终的场函数近似解和导数有较大影响[ 5]# 

权函数有紧支撑域(即有限区域) , 确保整体刚度矩阵的稀疏,以及他们在影响域内的函数

形式# 

1  多分辨率分析( multiresolution analysis, MRA)

多分辨率分析在小波理论中占有十分重要地位[ 6, 7] ,它给出了构造小波基的一般方法,实

现了小波变换的快速算法# 

定义  一个多分辨率分析(MRA)是指满足以下条件的 L
2
(R) 中的一簇嵌套子空间 Vj <

L
2
(R) , j I Z:
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� ) Pj I Z, Vj- 1 < Vj ,即 , < V- 2 < V0 < V1 < V 2 < ,;

� ) H
j I Z

Vj = 0 ;

� ) G
j I Z

Vj = L
2
( R) ;

� ) Vj = Vj- 1 © Wj- 1, Vj- 1 L Wj- 1;

� ) f ( x ) I Vj- 1 Z f (2x ) I Vj ;

� ) f ( x ) G Vj Z f x +
1

2j
I Vj# 

空间 Vj 称作 / 尺度空间0, 它们都是由尺度函数 < 生成, 即存在 < I V0 使得

<( x - n) , n I Z 构成了 V0空间的标准正交基, 它的伸缩和平移构成了每一空间 Vj 的正交

基,即

  Vj = linear span <jk , k I Z , ( 1)

其中   <j k( x ) = a
j / 2<(2jx - k )# ( 2)

Vj 的正交补空间Wj 称作/小波空间0,它们是由小波函数 7 经与( 2)式同样的伸缩和平移

生成,即

  7 ( x ) = 6
]

k= - ]
bk<(2x - k ) , ( 3)

  Wj = linear span 7 jk , k I Z # ( 4)

条件 � )、� )、� )说明所有的 Wj j I Z都是相互正交的, 且它们的直和构成 L
2
(R) , 因为

对于每一个 j , 形成 Wj 的归一化正交基,所以所有的 7 jk , j , k I Z 是 L
2
( R) 的完全归一化正

交小波基# 

令 Pj f 代表到Vj 空间的正交投影算子, 那么

  Pj f = 6
k

3f , <jk4<jk ( 5)

就代表了函数 f 在尺度a = 2
- j
下的最佳近似,它包含了函数在更大尺度 a = 2

- ( j- 1)
下的所有

必须的信息,从 � ) 可知,当尺度减小到 a = 2
- ]

= 0时,即lim
j y 1

Pj f = f , 相反,从 � ) 可知,当

尺度增大到 a = ] 时,即lim
j y ]

P j f = 0# 当计算尺度 a = 2- ( j- 1) 下 f 的近似Pj- 1f 时将损失一

些信息, 而这些损失掉的信息都存放在 � ) 给出的正交补空间 Wj- 1中, 令 Qj 代表到Wj 空间的

正交投影算子, 即

  Qj f = 6
k

3f , 7 jk4 7 jk , ( 6)

那么

  Pj f = Pj- 1f + Qj- 1f ( 7)

这种分解是唯一的# 

由� )和� )可知,一个尺度空间 Vj 可以进行如下的分解

  Vj = Wj- 1 © Vj- 1 = Wj- 1 © Wj- 2 © Vj- 2 =

    , = Wj- 1 © Wj- 2 © , © Wj- M © Vj- M# ( 8)

相应的

  Pj f = Qj- 1f + Qj- 2f + ,+ Qj- M f + Pj- M f# ( 9)

2  样条小波函数

基数样条分析  构造小波的基本方法之一是/基数 B_样条函数0的使用# 基数 B_样条函
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数或许对于软件或硬件实现都是最有效的具有小支撑的最简单函数[ 8]# 

m 阶基数 B_样条的定义:

  Nm( x ) : = (Nm- 1 @ N1) = Q
1

0
Nm- 1( x - t)dt ,   m \ 2,

其中 N1 是区间[ 0, 1]的特征函数;

Nm 关于它的支撑中心是对称,即:

  Nm
m
2
+ x = Nm

m
2
- x ,   x I R

  Nm( x ) = 6
m

k= 0
Pm, kNm(2x - k ) ,

其中   Pm, k =
2- m+ 1 m

k
,   0 [ k [ m,

0,      其它# 

这个公式自然数为 m 阶基数 B_样条的/两尺度关系0,插值样条小波# 

  Wm( x ) = 6
n

qnNm(2x - n) ,

  qn =
(- 1)

n

2
m- 1 6

m

l = 1

m

l
N2m( n + 1- l) ,   n = 0, ,, 3m - 2,

  supWm = [ 0, 2m - 1]# 

1) 分段为二次函数的 B样条

  U( x ) =

( x + 1)
2
/ 2,     - 1 [ x [ 0,

3
4
- x -

1
2

2

,   0 [ x [ 1,

( x - 2) 2
/ 2,     1 [ x [ 2,

0,        其它# 

2) 分段为三次函数的 B样条

  U( x ) =

( x + 2) 3
/ 6,   - 2 [ x [ - 1,

[ (2+ x )
3
- 4( x + 1)

3
] / 6,   - 1 [ x [ 0,

[ (2- x )
3
- 4(1- x )

3
] / 6,   0 [ x [ 1,

(2- x )
3
/ 6,   1 [ x [ 2,

0,   其它# 

对二次样条函数有如下参数:

  Pk
(3)

= 0. 5 1 0. 5 T   ( k = 0, 1, 2) ,

  Qk
( 3)

= 1/ 12 - 12/ 24 20/ 24 - 12/ 24 1/ 12   ( k = 0, 1, 2, 3, 4) ,

对三次样条函数有如下参数:

  Pk
(4)

=
1
8

1 4 6 4 1 T   ( k = 0, 1, ,, 4) ,

  Qk
( 4)

=
1

40 320 1 - 124 1 667 - 7 904 18 482 - 24 264 18 482

- 7 904 1 667 - 1 241
T   ( k = 0, 1, 2, ,, 10)# 
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3  权函数的小波多分辨率分析

小波函数有在不同分辨率水平表达函数的能力[ 8]# 

令 Pj f 代表到Vj 空间的正交投影算子, 那么

  Pj f = 6
k

3f , <jk4<jk# 

我们研究高斯型权函数

  w ( dI ) =
exp -

d I

c

2

- exp -
dm

c

2

1- exp -
dm
c

2

,   d I [ dm ,

0,   d I > dm ,

式中: dI 是x 与xI 的距离, dI = +x - xI +, dm是x 的影响域半径, c 是控制相对权重的参数,

c = acI , 1 [ a [ 2,对梯度大的问题,取 a 接近 1# 

  cI = max
j I S

J

+xJ - xI +,

式中: SJ是xI 的邻近节点组成的最小点集,这些点构成围绕 xI 的多边形# 对均匀分布的节点

来说, cI 是节点间的最大距离# 

 (以对称轴旋转即生成二维的权函数)      (以对称轴旋转即生成二维的权函数)

图 1  以三次样条小波函数 V0空间的权函数  图 2 以二次样条小波函数 V0空间的权函数

图 3  悬臂梁挠度计算结果比较

高斯型权函数中当参数 dm = 5. 0, c = 0. 8, 我们得到三次样条小波函数 V0 空间的权函

数及二次样条小波函数 V0空间的原函数与尺度空间函数的多分辨率分析曲线差异, 见图 1,

图2# 

我们选择上述高斯型权函数, dm = 4. 0, c = 0. 8, 选择三次样条构造尺度函数和小波函
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数, w ( x ) = 6
k

S j, k<j , k( x ) + 6
k

dj , kUj, k ( x ) , j = - 2, 计算结果如图3[ 9]# 

4  结   论

我们选取样条小波函数,实现了权函数的小波多分辨率分析,为小波的尺度空间研究 MLS

打下基础# 本文的悬臂梁变形计算结果表明,原权函数投影到三次样条小波函数空间形成的

新的权函数的性能优于原高斯型权函数,可以用它来进行无单元方法中权函数研究# 
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Application of Wavelet Theory in Research

on Weight Function of Meshless Method
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Abstract: Multiresolution analysis of wavelet theory can give an effective way to describe the infor-

mation at various levels of approximations or different resolutions, based on spline wavelet analysis,

so weight function is orthonormally projected onto a sequence of closed spline subspaces, and is

viewed at various levels of approximations or different resolutions . Now, the useful new way to re-

search weight function is found, and the numerical result is given.

Key words: meshless method; weight function; spline wavelet; multiresolution analysis

613小波理论在无单元方法中权函数研究的应用


