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摘要:  对两个单摆组成的双自由度、非定点、斜碰撞振动系统的动力学行为进行了详细研究# 揭

示了在双自由度、非定点、斜碰撞过程中恢复系数、摩擦系数、系统参数和碰撞前后系统状态之间

的关系# 基于 Poincar�映射方法和非定点斜碰撞关系推导出该系统单碰周期 n 次谐运动存在性判

据# 根据 Floquet理论分析了该系统次谐运动周期解的稳定性问题, 给出了 Floquet 特征乘子的计

算公式# 通过数值仿真证实了该方法的有效性, 同时分析了非定点、斜碰撞系统碰撞点位置的概

率分布情况# 
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引   言

碰撞振动系统所呈现的复杂动力学现象多年来一直受到学者们的密切关注# Shaw 和

Whiston等人[ 1~ 4]对单自由度碰振系统进行了大量的研究工作,得到了该类系统中存在复杂的

动力学行为# 李群宏和金栋平等人[ 5, 6]研究了双自由度碰振系统周期运动的存在性和稳定

性,并得到了单碰周期 n 次谐运动存在性判据和其稳定性分析的解析结果# Stronge[ 7]对斜碰

撞过程进行了研究, 指出用恢复阶段和压缩阶段能量变化的比值的平方根作为斜碰撞的恢复

系数更为合理# 继之,他[ 8]研究了旋转单摆与固定平面的斜碰撞情况,得知此时只存在可逆的

微滑动,且滑动逆向与压缩_恢复是同步的# 

目前对多自由度(斜)碰撞振动系统的研究主要在定性或数值方面,极难获得解析结果# 

特别地,关于非定点、斜碰撞振动系统的研究文献还尚未见到# 非定点碰撞意味着系统在运动

过程中发生碰撞时, 碰撞点在碰撞物体上的位置随初始条件、系统参数以及时间诸因素改变# 

此外, 斜碰撞使得系统的动力学行为更加复杂# 本文针对由两个单摆组成的双自由度、非定

点、斜碰撞振动系统的动力学行为进行了详细的研究# 
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1  双自由度非定点斜碰撞系统的碰撞过程分析

斜碰撞过程分析的目的是建立碰撞前后系统状态的关系,恢复系数是建立这些关系的关

键因素,它是表征碰撞的法向过程的一个至关重要的参量# 在此采用能量恢复系数 rS, 其可

表示为

  rS = -
Wr
Wc

, ( 1)

式中 Wc、W r分别表示压缩阶段系统所吸收的弹性应变能与恢复阶段系统所释放的弹性应变

能# 

图 1 双自由度、非定点、

斜碰撞振动系统

考虑图 1所示在水平面上由长度分别为 l 1 和 l 2

的无质量刚性杆 O1A 和O2B 以及质量分别为 m1 和

m2的刚性质点A 和B 的两个单摆组成的系统# 设单

摆与杆碰撞时的摩擦系数为 L,且碰撞过程中有切向

微滑移# 取碰撞阶段的切换与切向微滑逆向同步,

且不计碰撞过程中微滑引起的角位移改变 # 设摆

O1A 上的A 点与摆O2B 上距悬挂点O2 为 lAc的Ac点

发生碰撞时,两单摆的摆角分别为 H0和 U0,角速度分

别为 ÛH0和 ÛU0# 下面利用能量恢复系数建立两单摆碰
撞前后角速度之间的关系# 

1. 1  冲量矩方程
在碰撞的压缩阶段, 系统各分离体的冲量关系

如图 2所示# 分别对两单摆应用冲量矩定理, 得

  
m1 l

2
1( ÛH- ÛH0) = - Il 1[ cos( H0- U0) + Lsin( H0- U0) ] ,

m1 l
2
2( ÛU- ÛU0) = IlAc,

( 2)

式中 lAc = ( d
2
+ l

2
1- 2dl

2
1sinH0)

1/ 2
, I 是冲量# 在恢复阶段,设恢复阶段结束时(即碰撞后) 两

单摆的角速度分别为 ÛH和 ÛU# 再分别对两单摆应用冲量矩定理, 并引入无量纲参数: M =

m1/ m2, L 1 = l 2/ lAc, L 2 = l
2
2/ ( l 1lAc) , 可得碰撞前后两单摆角速度关系的第 1个无量纲表达

式,即冲量矩方程

  MÛH+ L 2[ cos( H0- U0) - Lsin( H0- U0) ] ÛU=

    ( E21/ E22) MÛH0+ L2[ cos( H0 - U0) + Lsin( H0 - U0) ] ÛU0 , ( 3)

式中

  E1 = M+ L
2
1[ cos

2
( H0- U0) - Lsin( H0- U0) cos( H0- U0) ]

1/ 2
,

  E2 = M+ L
2
1[ cos

2
( H0- U0) + Lsin( H0- U0) cos( H0- U0) ]

1/ 2# 

1. 2  能量耗散方程

在碰撞的压缩和恢复阶段,系统所吸收和释放的弹性应变能等于系统在该阶段法向动能

的相应变化# 应用式( 1) , 即Stronge按能量观点定义的恢复系数 rS , 可得碰撞前后两单摆角速

度关系的第2个无量纲表达式, 即能量耗散方程

  ÛHcos( H0 - U0) - L3ÛU= - rS( E1/ E2) [ÛH0cos( H0- U0) - L 3ÛU0] , ( 4)

式中 0 < rS [ 1, L 3= lAcl
- 1
1 # 由式( 4)得知, 两单摆斜碰撞前后法向相对速度的关系不仅与恢
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图 2 双自由度斜碰撞过程的冲量关系

复系数有关,而且与摩擦系数、两摆的摆角、摆长以及两摆的质量比等因素有关# 并且系统参

数的选取应满足

  M + L
2
1[ cos

2
( H0- U0) - Lsin( H0- U0) cos( H0- U0) ] > 0, ( 5)

即满足微滑_逆向微滑_回弹条件# 

1. 3  碰撞前后的角速度关系
当摆 O1A 上的A 点与摆O2B 上Ac点碰撞时,通过两个无量纲表达式( 3)和( 4)可建立两单

摆在碰撞前后的角速度关系, 即

  ÛH= r 1ÛH0+ r 2ÛU0, ÛU= r3ÛH0+ r 4ÛU0, ( 6)

式中

  r1 = (ME1+ rSME2- rS E
2
1E2) E

- 1
1 E- 22 ,

  r2 = L3(1 - r1) arccos( H0- U0) ,

  r3 = L
- 1
3 ( r 1+ rS E1E

- 1
2 ) cos( H0- U0) ,

  r4 = 1 - r 1- rS E1E
- 1
2 ,

当无摩擦碰撞时, 3种定义的恢复系数数值相等并用 r 表示,此时有 r2 r3- r 1r 4 = r# 

同理,当摆 O2B 上的B 点与摆O1A 上Bc点碰撞时,两单摆碰撞前后的角速度关系类似地
为

  ÛH= r 1BÛH0+ r2B ÛU0, ÛU= r3BÛH0+ r 4B ÛU0, ( 7)

式中 r1B、r2B、r 3B、r 4B 是系统的参量、恢复系数和碰撞前两摆角的函数(在此略)# 

这样,根据两单摆作刚性碰撞前后角位移不变的假定, 以及碰撞前后角速度关系式( 6)和

( 7) ,可将系统的碰撞过程和非碰撞过程的状态联系起来# 

2  次谐周期碰撞运动的存在性

如图 1所示的双自由度非定点斜碰撞振动系统中,在两单摆上有旋转弹簧和阻尼器, 并受

到简谐外激振力矩的作用# 为明确起见,设单摆 O2B的杆长l 2> l 1+ d,以保证只可能存在摆

O1A 的端点A 与摆杆O2B发生碰撞的情形# 设 x 1 = H, x 2= U, 非碰撞时无阻尼系统无量纲

形式运动方程为

  
&x 1 + x1 = f 1cosXt

&x 2 + 82x 2 = f 2cosXt
  (当 sinx 1- L 3sinx 2 < $时) , ( 8)
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式中 L 3 = lAcl
- 1
1 , $ = dl

- 1
1 # 

下面用解析方法讨论双自由度非定点无阻尼斜碰撞系统存在单碰周期 n( n I Z ) 运动

(即 (1, n) 周期运动) 的条件# 对有阻尼斜碰撞情形可用同样方法讨论, 但结果会更复杂# 

记 V1 = Ûx 1, V 2 = Ûx 2, 并定义 Poincar�截面为
  2 = ( x 1, V1, x 2, V2, t ) I R 4@ S | sinx 1- L 3sinx 2 = $ , ( 9)

式中 S = t(mod(2nP) ) | t I R + # 建立Poincar�映射 P : 2 y 2, 则对系统(1, n) 周期运

动的研究转化为对 Po incar�映射的不动点研究# 映射 P 是由两个映射复合而成# 第1个映

射描述碰撞过程# 设系统在 t 0 时刻发生瞬时碰撞, 碰撞前后的点分别用( x 10- , V10- , V20- ,

t 0- ) 和( x10+ , V10+ , V 20+ , t0+ ) 表示, 这一过程可定义为 P Ñ : ( x 10- , V 10- , V20- , t 0- ) |y ( x 10+ ,

V10+ , V20+ , t 0+ ) ,第 2个映射为相邻两次碰撞之间的阶段,这一过程可定义为 P Ò: ( x 10+ , V10+ ,

V20+ , t0+ ) | y ( x 11- , V11- , V21- , t 1- ) I 2,其中点( x 11- , V 11- , V21- , t 1- ) 由系统(8) 的流 F t
1
来确

定# 

于是,从碰撞面 2 出发经历一次碰撞再回到碰撞面 2 的 Poincar�映射 P 可写成

  P = P Ò . P Ñ : 2 y 2, ( x10- , V10- , V 20- , t 0- ) | y ( x11- , V11- , V 21- , t 1- ) , ( 10)

所以只要当 t1- t 0 = 0(mod(2P/ X) ) 时,有( x 11- , V 11- , V21- ) = ( x 10- , V10- , V20- ) 成立,就存在

(1, n) 周期运动# 下面具体分析(1, n ) 周期运动存在的条件# 

如果碰撞前系统的状态已知,由瞬时碰撞假定和角速度关系式( 6) ,可得系统碰撞后瞬时

的状态# 将它们作为碰撞结束后系统( 8)的初始状态,可求得连续运动为

  

x1 = ( r1V10+ r2V20+ h1 Xsin Xt 0) sin( t - t 0) +

  ( x 10- h1cosXt 0) cos( t - t 0) + h1cosXt ,

x2 =
( r 3V 10+ r 4V 20+ h2 XsinXt 0)

8
sin[ 8( t - t 0) ] +

  ( x 20- h2cosXt 0) cos[ 8( t - t 0) ] + h2cosXt ,

( 11)

如果 (1, n) 周期运动存在,则当 t 1 = t 0+ 2nP/ X时有( x 11- , V11- , x 21- , V21- ) = ( x 10- , V10- ,

x 20- , V20- ) = ( x 10, V10, x 20, V20)# 通过式(11) 及(1, n) 周期运动的周期性条件,经过详细地

推导得知若满足条件

  Sn X 0, S 2n X 0 ( 12)

则可求得

  S0 =
aS1x 10+ aS2x20

ad
, C0 =

aC1x 10+ aC2x 20
ad

, ( 13)

其中

  ad = X2S2nS
2
2n [ h2r2+ h1(- r 4- r2 r3+ r 1r 4) ] ( r2r 3- r 1r4) - 8h2Sn(- 1+ C2n) @

     [ 2h2r 2+ h1(- 1 + r 1- r 4- r 2r3+ r1 r4) ] + h1S 2n(- 1 + Cn) @

     [ 2h1r 3+ h2(- 1 - r 1+ r 4- r 2r3+ r1 r4) ] ,

  aS1 = X8h
2
2S
2
nS
2
2n(- 1+ Cn ) (- 1 + C2n) [ h2r2 -

     h1( r 4+ r 2r3 - r1 r4) ] ( r 2r 3- r 1r4) (- 1- r1- r 4+ r 2r 3- r 1r 4) ,

  aS2 = X8h21S
2
nS
2
2n(- 1+ Cn ) (- 1 + C2n) [- h2r 2+

     h1( r 4+ r 2r3 - r1 r4) ] ( r 2r 3- r 1r4) (- 1- r1- r 4+ r 2r 3- r 1r 4) ,

  aC1 = - X2S2nS
3
2n(- 1+ Cn) [ h2r 2- h1( r 4+ r2 r3- r1r 4) ] ( r 2r3 - r1 r4) @
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     [- 2h1r 3+ h1(1 + r 1- r 4+ r 2r3- r1 r4) ] ,

  aC2 = X2 8S3nS
2
2n (- 1 + C2n) [ h2r2 - h1( r 4+ r 2r 3- r 1r 4) ] ( r2r 3- r 1r 4) @

     [- 2h1r 2+ h1(1 - r 1+ r 4+ r 2r3- r1 r4) ] ,

  S0 = sin( Xt 0) , C0 = cos( Xt 0) , Sn = sin( 2nP/ X) , Cn = cos(2nP/ X) ,

  S2n = sin(2nP8/ X) , C2n = cos(2nP8 / X) ,   n = 1, 2, ,# 

如果存在

  ad X 0 ( 14)

则由 ad的表达式可知条件(12) 自然满足# 再由 S
2
0+ C

2
0 = 1, 便得到一个关于 x 10, x 20的方程:

  ( a
2
C1+ a

2
S1) x

2
10 + 2( aS1aS2+ aC1aC2) x 10x 20+ ( a

2
C2 + a

2
S 2) x

2
20- a

2
d = 0, ( 15)

考虑到 x 10、x 20 还应满足条件(见式( 14) )

  sinx 10 - L 3sinx 20 = $, ( 16)

可得出以下结论:

定理  对于给定的正整数 n, 若这个双自由度非定点斜碰撞振动系统的参数满足以下条

件: ( � ) ad X 0, ( � ) 关于 x 10、x 20的方程(15) 和(16) 有实数解,则存在(1, n ) 周期运动# 

3  次谐周期碰撞运动的稳定性

现在研究斜碰撞振动系统( 8) 的 ( 1, n) 周期运动的稳定性问题 # 取由式 (9) 建立的

Poincar�截面 2 和由式 (10) 建立的 Poincar�映射 P, 于是该系统的周期解稳定性就转化为

Poincar�映射 P的不动点稳定性问题# 设( x 10, V10, V20, t0) I 2为映射P 的不动点,由系统的

Poincar�映射 P = P Ò . P Ñ , 则Poincar�映射 P 在不动点处的 Jacobi矩阵为

  DP ( x 10, V 10, V20, t 0) = DP Ò . DP Ñ( x 10, V 10, V20, t 0) , ( 17)

其中 DPi ( i = Ñ , Ò) 为映射P i的Jacobi矩阵,取斜碰撞条件(6) 和映射P Ñ的定义 P Ñ : ( x 10- ,

V10- , V20- , t 0- ) | y ( x 10+ , V10+ , V20+ , t 0+ ) ,则映射 P Ñ 其 Jacobi矩阵为

  DP Ñ =

1 0 0 0

0 r 1 r 2 0

0 r 3 r 4 0

0 0 0 1

, ( 18)

DPÒ 为映射 PÒ 的 Jacobi矩阵, PÒ 由下面的方程确定

  

x1( t ) = ( r 1V 10+ r 2V 20+ h1 XsinXt 0) sin( t - t0) +

    ( x 10- h1cosXt 0) cos( t - t 0) + h1cosXt ,

V 1( t ) = ( r 1V 10+ r 2V 20+ h1 XsinXt 0) cos( t - t 0) -

    ( x 10- h1cosXt 0) sin( t - t 0) - h1 XsinXt ,

x2( t ) = ( r 3V 10+ r 4V 20+ h2 XsinXt 0) sin 8 ( t - t0) / 8 +

    ( x 20- h2cosXt 0) cos 8 ( t - t 0) + h2cosXt ,

V 2( t ) = ( r 3V 10+ r 4V 20+ h2 XsinXt 0) cos 8 ( t - t0) -

    ( x 20- h2cosXt 0) 8 sin 8 ( t - t 0) - h2 XsinXt ,

( 19)

由隐函数定理可得
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  DP Ò =

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44

, ( 20)

该矩阵中各元素的具体表达式如下:

  a11 = C t , a12 = S t , a13 = - V1S 8 / ( V2 8) ,

  a14 = 8V2[ Ct ( r 1V 10+ r 2V 20) - S t ( h1C0(- 1+ X
2
) + x 10) +

    V 1[ ( h2C0S 8 ( 8
2
- X2) + 8( C 8 ( r 3V10+ r 4V20) - 8S8x 20) ] / ( V2 8 ) ,

  a21 = - S t , a22 = C t ,

  a23 = S8 [ X
2
h1CX+ S t ( Xh1S 0+ r 1V 10+ r 2V 20) + Ct ( x 10- h1C0) ] / ( V2 8) ,

  a24 = X2h1C0C t - Xh1S0S t + S t ( Xh1S0 + r1V10 + r2V20) + C t ( x 10 - h1C 0) -

    [- X2h1CX- S t ( Xh1S0 + r1V10 + r2V20) - C t ( x 10 - h1C0) ] [ Xh2S0C8 +

    X2h2C0S 8 / 8 - C8 ( Xh2S 0+ r 3V 10+ r 4V 20) + 8S 8 ( x 20 - h2C 0) ] / V2,

  a31 = 0, a32 = 0,

  a33 = C 8 - S 8 [- X2h2CX+ 8S 8 ( Xh2S0+ r3V10+ r4V20) +

    8
2
C8 ( x 20 - h2C 0) ] / ( V 2 8) ,

  a34 = X
2
h2C0C8 - X8h2S0S 8 + 8S 8 [ Xh2S0+ r 3V 10+ r4V20] + 8

2
C 8 ( x 20- h2C0) -

    [- X
2
h2CX- 8S 8 ( Xh2S0+ r3V10+ r4V20) - 8

2
C 8 ( x 20- h2C0) ] [ Xh2S0C8 +

    X
2
h2C0S 8 / 8 - C8 ( Xh2S 0+ r 3V 10+ r 4V 20) + 8S 8 ( x 20 - h2C 0) ] / V2,

  a41 = 0, a42 = 0, a43 = - S 8 / ( V2 8) ,

  a44 = [- Xh2C 8S 0- X2h2C0S 8 / 8 + C8 ( Xh2S 0+ r 3V 10+ r 4V 20) -

    8S 8 ( x 20- h2C0) ] / V2,

式中

  S0 = sin( Xt 0) , C0 = cos( Xt 0) , S t = sin( t - t 0) , C t = cos( t - t 0) ,

  SX = sinXt , CX = cosXt , S 8 = sin[ 8 ( t - t0) ] , C8 = cos[ 8( t - t 0) ]# 

将式( 18)、( 20)代入式( 17) ,可得

  DP = DPÒ . DP Ñ =

a11 r1a12+ r 3a13 r 2a12 + r4a13 a14

a21 r1a22+ r 3a23 r 2a22 + r4a23 a24

0 r3a33 r 4a33 a34

0 r3a43 r 4a43 a44

, ( 21)

矩阵( 21)的特征方程为

  K4 + G1K
3
+ G2K

2
+ G3K+ G4 = 0, ( 22)

其中

  G1 = - ( a11+ r 1a22 + r3a23+ r 4a33 + a44) ,

  G2 = a11a44 + r1(- a12a21+ a11a22+ a22a44+ a22a33r 4) -

     r 2r 3a22a33+ r 3(- a13a21+ a11a23- a24a43+ a23a44) +

     r 4( a11a33 - a34a43+ a33a44) ,

  G3 = r1[- a12a21a44- a11a22a44 + r4(- a12a21a33- a11a22a33+
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     a22a34a43- a22a33a44) ] + r2r 3(- a12a21a33 + a11a22a33- a22a34a43+

     a22a33a44) + r4( a11a34a43- a11a33a44) + r3( a11a24a42-

     a14a21a43- a13a21a44- a11a23a44- 2r4a13a21a33) ,

  G4 = ( r1 r4- r2r 3) ( a12a21- a11a22) ( a34a43 - a33a44) ,

特征方程( 22)的根(即 Floquet特征乘子)为

  

K1, 2 =
+
2

-
G1
4

? 0 +
- G31+ 4G1G2- 8G3

4 +
,

K3, 4 = -
+
2

-
G1
4

? 0 -
- G31+ 4G1G2- 8G3

4 +
,

( 23)

其中

  ( = 2G32- 9G1G2G3+ 27G
2
3+ 27G

2
1G4- 72G2G4,

  # = - 4( G22 - 3G1 G3+ 12G4)
3
+ ( 2,

  + = ( # + ( )
1/ 3

3# 21/ 3
+

G21
4
-
2G2
3
+
21/ 3( G22 - 3G1G3+ 12G4)

3( # + ( ) 1/ 3
,

  0 = ( # + ( )
1/ 3

3# 21/ 3
+

G21
2
-
4G2
3
-
21/ 3( G22 - 3G1G3+ 12G4)

3( # + ( ) 1/ 3
,

由此可以根据 Floquet理论来讨论系统( 8)的 (1, n) 周期解的稳定性# 

为验证上述分析方法的正确性,对一无阻尼无摩擦碰撞且摆 O2B 无外激励力矩作用的双

自由度、非定点、斜碰撞碰振系统的(1, n) 周期运动进行数值仿真# 取参数为: D1= D2= 0, L

= 0, f 2 = 0, 8 = 2. 0, M = 0. 5, l 1/ l 2 = 0. 5, r = 0. 8, 绘摆 O1A 上的A 点(实线) 和摆 O2B

上 Ac点(虚线) 的 z 方向位移_时间历程, 图 3所示为单碰周期 1 运动,即( 1, 1)周期运动# 当

不满足前述定理中的单碰周期运动的条件时,该系统可能产生其他形式的周期运动# 例如图

4所示的双碰周期 4运动, 即( 2, 4)周期运动# 

 ( d / l1 = 0. 8, f 1 = 2. 75, X = 2. 11)         ( d/ l 1 = 0. 4, f 1 = 3. 5, X = 3. 09)

 图 3 单碰周期 1运动               图 4  双碰周期 4运动

4  碰撞点位置的概率分布

单摆系统发生碰撞时, 碰撞点在碰撞物体上的位置随初始条件、系统参数以及时间诸因

素改变# 对 ( m , n)周期运动情形, 碰撞点集在摆O2B上的分布是由m个点组成的离散分布形
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式# 然而,由于双自由度、非定点、斜碰撞振动系统动力学行为的复杂性, 周期运动的存在范

围与非周期运动相比是非常之小的# 当系统作非周期运动时, 碰撞点位置的分布是非常复杂

的# 设单摆 O2B 的摆长 l2 > l 1+ d, 使碰撞只可能在摆 O1A 的端点A 与摆杆O2B 之间发生,

取运动稳定后碰撞 104次的计算结果, 对碰撞点位置沿摆 O2B 的分布情况进行分析# 取参数

为 D1 = D2 = 0, L = 0, f 2 = 0, 8 = 2. 0, M = 0. 5, l 1/ l 2 = 0. 5, r = 0. 8, d / l 1 = 0. 4, f 1

= 3. 5# 从图 5所示的情况可见,摆 O2B 上距悬挂点O2为 0 ~ 0. 403 l 2和 0. 507l 2 ~ l 2的区

域没有发生碰撞,只在0. 404l 2 ~ 0. 506l 2的区域内发生碰撞,碰撞点集是连续分布的, 其概率

分布呈现单峰形式# 而从图 6可得知,摆 O2B 上距悬挂点O2 为0 ~ 0. 365l 2和 0. 577l 2 ~ l 2

的区域没有发生碰撞,只在 0. 366l 2 ~ 0. 576l 2的区域内发生碰撞# 此碰撞区域比图 5所示的

碰撞区域要宽, 碰撞点也是连续分布的集合, 但其概率分布呈现多峰形式# 

 图 5 摆 O 2B 上碰撞点位置的         图 6  摆 O2B 上碰撞点位置

概率分布 ( X = 4. 6) 的概率 ( X = 7. 5)

由此可知碰撞点位置的概率分布形式随系统参数改变较大# 由于碰撞过程中冲击力很

大,碰撞点在碰撞物体上的分布形式密切关系到其表面的磨损程度, 并且直接影响到它的寿命

和可靠性# 因此,对非定点斜碰撞系统碰撞点位置的分布分析具有重要的工程实际意义# 同

时,由于碰撞点位置分布的复杂性使得非光滑多体动力系统的动力学特性更加复杂化,也带来

更大的研究难度# 

5  结   论

本文对平面内两个单摆组成的双自由度、非定点、斜碰撞振动系统的动力学行为进行了详

细研究# 由于双自由度碰振系统动力学的复杂性, 一般难以进行碰振周期运动的解析研究,

此外, 在碰振运动过程中碰撞点位置及分布的不断变化, 加上斜碰撞情况, 这些都给系统动

力学分析带来很大难度# 本文给出了该非定点斜碰撞系统在碰撞前后状态之间的解析关系

式, 揭示了该复杂系统在斜碰撞过程中恢复系数、摩擦系数及其它系统参数对系统运动状态

的影响# 得到了该系统单碰周期 _n 次谐运动存在性判据,根据 Floquet 理论分析了该次谐运

动周期解的稳定性问题,给出了 Floquet特征乘子的计算公式,并通过数值仿真验证了上述方

法的有效性# 同时分析了非定点、斜碰撞系统碰撞点位置的概率分布情况# 本文结果对更复

杂的多体非定点斜碰撞问题的研究具有较好的参考价值# 
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Dynamic Analysis of Two_Degree_of_Freedom Oblique

Impact System With Non_Fixed Impact Positions

JIN Li,  LU Qi_shao,  WANG Qi

( School of Scien ce , Beijing Un iver sity of Aeronauti cs and Astr onautics ,

Beijing 100083, P . R . China )

Abstract: The dynamic behavior of a two_degree_of_freedom oblique impact system consisted of two

pendulums with non_fixed impact positions is investigeated. The relations between the restitution co-

efficient, the friction coefficient, as well as other parameters of the system and the states before or

after impact, are clarified in this oblique impact process. The existence criterion of single impact per-i

odic_n subharmonic motions was deduced based on the Poincar�map method and the oblique impact

relations with non_fixed impact positions. The stability of these subharmonic periodicmotions was an-

alyzed by the Floquet theory, and the formulas to calculate the Floquet multipliers were given. The

validity of this method is shown through numerical simulation. At the same time, the probability dis-

tribution of impact positions in this oblique system with non_fixed impact positions is analyzed.

Key words: impact with non_fixed position; oblique impact; subharmonic motion; existence; stabil-i

ty; probability distribution
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