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摘要:  通过构造新的斜坡函数, 把无网格 Galerkin 法与有限元耦合算法应用到全域范围, 并使其

能适应不同连接域内单元结点构成, 既满足了本质边界条件实现的需要, 又能方便灵活的布置无

网格点和有限元法中的单元,满足复杂计算要求# 计算结果与理论解比较表明所提出的方法是可

行和有效的# 
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引   言

无网格方法作为一种数值方法, 它产生于 20世纪 70年代, 从 1992年Nayroles等
[ 1]
提出

模糊单元起, 无网格法引起国内外力学界的关注, 同时它在解决诸多问题方面显示出明显的

优势# 

后来, Belytschko等人[ 2]在模糊单元的基础上提出了无网格 Galerkin法( EFG) ,它是利用移

动最小二乘插值来求解Galerkin方程的方法# EFG已成功地应用到一系列问题, 如线弹性问

题[ 2]、断裂和裂纹扩展问题[ 3]、振动问题[ 4]等方面# EFG与传统的有限元方法( FE)类似, 都是

利用 Galerkin方程来求解结点的位移, 但不同的是, 其形函数不具备 Kronecker D函数的性质,

即 <i ( xj ) X Dij , <i ( xj ) 是形函数在 xj 的值# 因此施加本质边界条件变得复杂,许多学者在这

方面进行了研究,目前主要有以下几种方法: 配点法和修正配点法
[ 5, 6]
、罚方法

[ 6]
、Lagrange乘

子法[ 7]及与有限元耦合等方法[ 8~ 11]# 

EFG具有精度高、后处理方便、可消除体积闭锁现象、收敛快等特点,尤其在遇到网格重新

划分时显示出明显的优势,不需要更新或添加网格[ 2, 12] ,但是无网格 Galerkin 法存在的不足之

处是 ¹ 计算工作量大; º 权函数及其参数的选择很难准确的确定; » 本质边界条件施加很

困难# 

本文结合 EFG和有限元方法的特点,把只应用于本质边界的两者耦合方法拓展到全部区

域,给出无网格结点和有限元网格的合理布置,减少了计算工作量;同时修正了权函数,建立起

全域内统一的形函数# 
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1  无网格 Galerkin法

某子域 8x内有n个自由结点 x i ( i = 1, 2, ,, n) ,场函数 u ( x) 可由移动最小二乘法近

似的表示为函数 u
h
( x)

  u( x) U u
h
( x) = 6

m

j= 1

pj ( x) aj ( x) = p
T
( x) a( x) ,   Px I 8x , ( 1)

其中基函数 p
T
( x ) = [ p 1( x) , p 2( x ) , ,, pm( x) ] , m 为基数, a( x) 为 m 维的系数向量, 函数

u
h
( x) 也称为试函数# 根据文献[ 2]的理论可以得到 EFG法的移动最小二乘插值形式

  u
h
( x) = 6

n

i= 1
<i ( x) u

*
i = 5 ( x) u* , ( 2)

式中, u
* 为名义结点值, u

*
= [ u

*
1 , u

*
2 , ,, u

*
n ] ; <i ( x) 称为形函数, 5 ( x ) = [ <1( x) ,

<2( x) , ,, <n( x ) ] 为形函数矩阵# 于是由最小势能原理可以得到求解 u
* 的线性方程组:

  Ku
*

= f , ( 3)

其中   Kij = Q8
B
T
iDBjd 8, f i = Q8

<ibd 8 +Q#
i

<i�td #,

  Bi =

<i, 1 0

0 <i, 2

<i, 2 <i, 1

  ( i , j = 1, 2, ,, n(二维情况) )# 

对于三维情况可类似写出; D是弹性矩阵, b 及�t 分别为体积力和面力# 

2  无网格 Galerkin法与有限元耦合新算法

诸多文献[ 8~ 10]采用了无网格与有限元耦合的思路, 但是其主要目的是利用有限元来实现

本质边界条件, 因此它只在给定本质边界条件的边界配置一些有限元,在其它区域内采用无网

格法来进行计算# 由于目前无网格 Galerkin 法主要思想是利用相关结点的信息, 它不同于有

限元中只利用单元结点的值,因此无网格 Galerkin法的计算量明显大于有限元, 对于较大且结

点数较多的全域计算效率较低# Belytschko 等人[ 9]利用有限元形函数 N ( x) 构造斜坡函数

( ramp function)

  R( x) = 6
J

NJ ( x)   ( xJ I #e ) , ( 4)

图 1  Belytschko提出的 EFG_FE耦合图     图 2  连接域内网格结点    

并将这种耦合算法由边界应用到全域内计算,如图 1所示# 但是在这种方法连接域中的单元

结点构成必须是完全一致的, 即由 2FE+ 2EFG结点构成# 当全域被明确划分为无网格和有限

元结点两侧,如果同时再考虑本质边界条件(本质边界点须在有限元域内) ,这种方法只能应用
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于构形较为规则的简单区域计算# 

本文在其基础上,提出了新的斜坡函数构造方法, 使其方便适应连接域内单元结点构成,

从而可以应用到复杂和不规则全域# 对于平面问题,如图 2中将全域划分为 3个区域,即有限

元域 8F、无网格域 8E、连接域 8 I, 现分别予以计算# 

有限元域内采用四结点等参元计算# 设 x( x , y ) 是等参元( 8F ) e 内一点, 局部坐标为( N,

G) ,其位移向量 u
FE

( x) 和应力向量 R
FE

( x) 分别为:

  u
FE

( x) = N
FE

( N, G) ( u
* FE

) e, R
FE

( x) = B
FE
( N, G) ( u

* FE
) e ,

其中 N
FE
( N, G) 是等参元的形函数# 无网格域内任一点 x( x , y ) 的位移向量 u

EFG
( x) 和应力

向量 REFG( x) 分别为:

  u
EFG

( x) = 5 EFG
( x ) u

* EFG
, REFG( x ) = B

EFG
( x ) u

* EFG
,

其中 5 EFG
( x) 是无网格法的形函数# 为了使位移协调, 在连接域内,引入斜坡函数 B( x) ,使

得该区域内的结点在靠近有限元边界时的位移和有限元法计算该点的结果一致, 同时靠近无

网格边界时则与无网格法的计算结果一致 # 于是连接域内任一点 x( x , y ) 的位移向量

u
INT

( x) 为

  u
INT

( x) = [ 1 - B( x) ] uFE( x) + B( x) uEFG( x) , ( 5)

因此,连接域内的形函数可以表示为:

  <
\

i ( x) =
[ 1- B( x) ] Ni ( N( x ) ) + B( x) <i ( x) ,   x i I ( 8 i ) e ,

B( x) <i ( x ) ,   xi /I ( 8 i ) e ,
( 6)

其导数为:

  <
\

i , j ( x ) =
- B, j Ni + (1 - B) Ni , j + B, j<i + B<i , j ,   xi I ( 8 i ) e ,

B, j <i + B<i, j ,   xi /I ( 8i ) e# 
( 7)

式( 6)在界面上是连续的 ,但其导数式( 7)有一突变,如果连接域内的结点数量很少, 实验

结果表明突变将不会影响全域计算结果# 为了减少突变的影响,本文采用了 Dolbow [ 13]的斜坡

函数 B( x )

  B( x ) = 3R
2
( x) - 2R

3
( x) , ( 8)

  B, i ( x ) = [ 6R ( x) - 6R
2
( x) ] R , i# ( 9)

根据 B( x ) 函数的性质,本文构造了 R ( x) ,使得 R( x) = 0, x I #F ; R ( x) = 1, x I #E,

如图 2所示:

¹ 型结点构成 R ( x) =
1
4
[ (1+ N( x) ] [ 1 - G( x ) ] ;

º 型结点构成 R ( x) =
1
2
[ 1 - G( x) ] ;

» 型结点构成 R ( x) =
1
4
[ (1- N( x) ] [ 1 - G( x ) ] ;

¼型结点构成 R ( x) =
1
2
[ 1 + N( x ) ] ;

½ 型结点构成 R ( x) =
1
2
[ 1 - N( x ) ]# 

令全域内任一点 x ( x , y ) 的位移为 u ( x) = �N ( x) u
*
, 形函数矩阵

  �N ( x) =
�5 ( x ) 0

0 �5 ( x )
,
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�5 ( x) 是形函数�<i ( x) 的行矩阵

�<i ( x ) =

Ni ( N( x) ) ,   x I ( 8 F) e,

<i ( x) ,   x I 8E,

[ 1- B( x ) ] Ni ( N( x) ) + B( x) <i ( x) ,   x I ( 8 I) e , x i I ( 8 I) e ,

B( x) <i ( x) ,   x I ( 8 I) e , xi /I ( 8 I) e ,

( 10)

得到分离控制方程:

  Ku
*

= f , ( 11)

其中   K = Q8
�BT

( x) D�B( x)d 8, f = Q8
�NT

( x) b( x)d 8 + Q#
t

�NT
( x )�t ( x)d ## 

如果将全域 8 划分为有限元域、无网格域、及连接域 3种积分区域, 并在其域内分别划分成

nF、nE、n I 个积分单元,那么刚度矩阵

  K = K
FE

+ K
EFG

+ K
INT

= 6
n
F

c= 1

(K
FE
) c + 6

n
E

c= 1

( K
EFG

) c + 6
n
I

c= 1

( K
INT

) c , ( 12)

对应矩阵的积分方法为:

  ( K
FE
) c = 6 6 WiWj [ B

FE
( Ni , Gi ) ]

T
DB

FE
( Ni , Gi ) | J ( Ni , Gi ) | ,

  ( K
INT

) c = 6 6 WiWj [ B
INT

( x( Ni , Gi ) ) ]
T
DB

INT
( x ( Ni , Gi ) ) | J( Ni , Gi ) | ,

  ( K
EFG

) c = 6 6 WiWj [ B
EFG

( x( Ni , Gi ) ) ]
T
DB

EFG
( x( Ni , Gi ) ) | J ( Ni , Gi ) | ,

载荷矩阵 f = f
FE

+ f
EFG

+ f
INT

, 积分与上面的积分相似# 

3  算   例

设一个在 x 方向承受均匀拉伸的平板,拉应力 p = 10N/ m,板中有一半径为1m的小圆孔# 

材料的弹性模量 E = 3 @ 10
5
Pa, 泊松比M= 0. 3, 按平面应力分析,考虑到结构的对称性,取结

构的四分之一作为计算模型# 应力、位移的理论解参见文献[ 14] ,计算中采用线性基,区域划

分如图3# 域 8F、8 I、8E内分别采用2 @ 2、3 @ 3、3 @ 3高斯积分,节点 i的影响半径dm = 315# 

收敛研究采用以下位移误差[ 15]形式:

  +E +u = Q8
( u- u

exact
)
T
( u- u

exact
)d 8

1/ 2

# ( 13)

图 3 无限大圆孔板计算的区域布置   图 4 与有限元计算的收敛性结果比较

( h 表示结点间距)

计算结果见图 4和图 5# 从图 4可见, 在同样的结点数下, 无网格与有限元的耦合算法具
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有比有限元更高的精度, 而且实际使用的计算时间比无网格 Galerkin法明显减少# 

 ( a) y = 0 处 y 方向应力Ry          ( b) x = 0 处 x 方向应力Rx

   ( c) y = 0 处 x 方向位移ux         ( d) x = 0处 y 方向位移 uy

图 5 应力、位移计算结果

图 5分别给出了耦合法、理论解下 x = 0和 y = 0处相关应力和位移分布曲线,结果说明

耦合法具有很高的计算精度# 

4  结   论

本文研究了无网格 Galerkin与有限元耦合的新算法, 构造了斜坡函数, 使耦合法能适用于

复杂全域的计算,并利用自编程序对实例进行了计算# 计算说明, 这种耦合法是可行和有效

的,不但可以节约很多的计算时间, 同时也发挥了无网格法的优势, 得到了较高的计算精度# 

此种方法对复杂、不规则的及计算面变化的结构分析具有实际应用价值# 
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New Algorithm of Coupling Element_Free Galerkin

With Finite Element Method

ZHAO Guang_ming1, 2,  SONG Shun_cheng1

( 1. Depar tm ent of Applied Mechan ics and Engineer in g , Southwest J ia otong Univer sity ,

Chengdu 610031, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Resour ce Explor ati on and Managem ent Engineer ing ,

Anhui Un iver sity of Science and Technolo gy , Hu ainan , Anhui 232001, P . R . Chin a )

Abstract: Through the construction of a new ramp function, the element_free Galerkin method and

finite element coupling method were applied to the whole field, and was made fit for the structure of

element nodes within the interface regions, both satisfying the essential boundary conditions and de-

ploying meshless nodes and finite elements in a convenient and flexible way, which can meet the re-

quirements of computation for complicated field. The comparison between the results of the present

study and the corresponding analytical solutions shows this method is feasible and effective.

Key words: element_free Galerkin method; coupling; ramp function; finite element
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