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摘要:  假设温度场与应变场相互耦合, 研究了旋转扁薄球壳和锥壳的轴对称非线性热弹振动问

题# 基于 von KÀrmÀn 理论和热弹性理论, 导出了本问题的全部控制方程及其简化形式# 应用

Galerkin 技术进行时空变量分离后, 得到了一个关于时间的非线性常微分方程组# 根据方程的特

点,分别用多尺度法和正则摄动法求得了壳体振动的频率与振幅间特征关系和振幅衰减规律的一

次近似解析解,并讨论了壳体几何参数、热弹耦合参数以及边界条件等因素对其非线性热弹耦合

振动特性的影响# 
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引   言

旋转扁薄壳非线性振动问题的研究无论是在理论方面还是在应用方面都有重要的意义# 

近几十年来,这一研究在考虑诸如正交性、变厚度、静载荷[ 1, 2]等多种复杂因素的影响方面做

了大量工作,但对温度场与变形场相互作用的热弹耦合非线性振动, 由于涉及到非线性的数学

问题、耦合问题,加之壳体复杂的几何形状等带来的困难,研究成果并不多见# 可资借鉴的是,

人们对薄板热弹振动的研究从线性到非线性都比较充分,这方面的工作首推Boley 和 Barber对

简支板热冲击问题的研究[ 3] , Nowacki[ 4]推导了板的线性热弹耦合振动基本方程及热传导方程

的简化形式, Chang[ 5]将文献[ 4]的研究扩展到矩形板非线性热弹耦合振动的研究上# 最近,

Trajkovski等人
[ 6]
用积分变换法研究了自由和夹支热冲击圆板的线性热弹耦合问题, Praveen等

人[ 7]用有限元法研究了板的非线性瞬态热弹响应# Tauchert[ 8]对板的热弹振动作了较详细的

综述# 总的看来,板壳热弹耦合振动的研究多集中在板的范畴, 一些报道虽然涉及到壳体的领

域,但多限于线性热弹耦合或非耦合分析[ 9]# 

本文研究了旋转扁球壳和扁锥壳的轴对称非线性热弹耦合振动# 首先由 Hamilton原理推
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导了问题的基本方程,此方程与壳的热传导方程相互耦合,而后应用 Galerkin技术和摄动近似

法得到了问题的一次近似解析解, 籍此可以揭示多种参数对耦合振动的影响机理# 

1  控 制方 程

1. 1  扁壳轴对称非线性热弹耦合振动的基本方程

研究一旋转扁薄球壳或锥壳的轴对称振动问题# 根据薄壳理论,轴对称变形壳体内任一

点的应变,可通过壳体中面上的4个广义应变分量来描述

  E( r , t ) = Er  EH  Vr  VH
T
, ( 1)

式中, t 为时间变量, r、H分别为扁壳的径向和环向坐标, 4个应变分量分别表示中面内的伸长

和曲率变化# 将扁薄壳视为具有初始挠度的薄板, 由此可得 von KÀrmÀn轴对称大挠度壳体的
应变_位移关系

  E( r , t ) =

5
5 r

1
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0 0

1
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5 r +
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5r 0 -
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w
, ( 2)

其中, �w ( r ) 是旋转扁薄壳的中面几何方程(初挠度) ,由文[ 2] ,有

  5�w
5 r =

mf

a
mr

m- 1
, ( 3)

这里, a 为扁壳底圆半径, f 为壳的矢高, 指标 m 取 1或2, 分别对应于扁锥壳和扁球壳# 

设 R是与E对应的广义内力向量,则物理方程为

  R( r, t ) = Nr  NH  Mr  MH
T
= DE- RT , ( 4)

D 为弹性矩阵,而

  RT ( r, t ) = NT  NT  MT  MT
T

( 5)

表征由温度引起的附加热内力,其中NT 和MT 分别为附加热中面力和热弯矩

  NT =
EA

1- MQ
h/ 2

- h/ 2
T( r , z , t )dz , MT =

EA
1- MQ

h/ 2

- h/ 2
T( r , z , t ) zdz , ( 6)

式中, h为壳厚, E为弹性模量, M为泊松比, A为热膨胀系数, T 表示绝对温度与参考温度T 0之

差# 

引入应力函数 <及偏微分算子L , 使

  N r =
1
r
5 <
5 r , NH =

52<
5 r2

, L (f , g) =
1
r

5f
5 r

52
g

5 r2
+

52
f

5r 2
5g
5 r # 

这样,由Hamilton原理,即可得到扁壳轴对称非线性热弹耦合振动的基本方程

  D ¨4
w + Qh 52w

5 t 2
+ ¨2

MT = L (w + �w , <) , ( 7)

  ¨4<+ (1- M) ¨2
NT = -

1
2
EhL (w + 2�w , w )# ( 8)

假设壳体周边为面内不可移, 则边界条件可写为

  r = 0时, w < ] ,
5w
5 r = 0,

1
r
5 <
5 r < ] ; ( 9)

  r = a 时, w = 0, D
52
w

5r 2
+ Jb

1
r
5w
5r + MT = 0,
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52<
5r 2

-
M
r

5 <
5r + ( 1- M)NT = 0; ( 10)

这里, D 为壳体的抗弯刚度, Jb = M或Jb = ] 分别对应于壳体周边横向简支和固支边界# 

1. 2  旋转扁壳的热传导方程及其简化形式

当温度场与应变场相互耦合时,有如下能量方程[ 10]

  52T
5r 2

+
1
r
5T
5r +

52T
5z 2

-
1
k
5T
5 t - L

5e
5 t = 0, ( 11)

式中, k = K0/ Qcs为热扩散率, L= AET 0/ (1- 2M) K0为热弹耦合因子,表示温度场与应变场的

耦合程度, e为体积应变, Q为壳体的密度, K0 和 cs 分别为材料的导热系数与比热# 

式( 11)的最后一项代表耦合项,因此,热传导方程正是通过应变率与热弹性方程发生耦合

的# 一些研究通过忽略此耦合项而简化计算,实际上造成了耦合的物理现象与非耦合的力学

模型间的不一致# 

热力学边界条件可假设为:扁壳周边为恒温条件 ( T = 0) ,则

  r = a 时, NT = 0, MT = 0# ( 12)

壳体内外表面与周围介质有热交换,属对流条件

  K0
5T
5z z= h/ 2

= H (T ] - T o) , K0
5T
5z z= - h/ 2

= - H (T ] - T i ) , ( 13)

其中, H 是壳体与周围介质间的放热系数, T i与 T o分别为扁壳内外表面的温度, T ] 表示周围

介质的温度,且设 T ] = 0# 

由于薄壳假定, 可设 T 沿壳厚按线性分布

  T ( r , z , t ) =
1
2
( T o + T i) + ( T o - T i )

z
h
, ( 14)

于是

  NT =
EhA

2(1- M)
( T o + T i) , MT =

Eh
2A

12(1- M)
( T o - T i)# ( 15)

式( 11)是关于空间坐标 ( r, z ) 的二维方程, 为易于和关于 r 的一维热弹振动基本方程联

立求解,依照Nowacki[ 4]和 Chang[ 5]的思想并考虑到式( 13) ~ ( 15) ,可将式( 11)简化为包括 NT

和MT 在内的两个方程

  ¨2
-

1
J

5
5 t -

12
h
2 1+

hH
2K0 MT + DLA(1+ M)

5
5 t ¨

2
w = 0, ( 16)

  ¨2
-

1
J+ 2LA

5
5 t -

2H
K0h

NT -

    LA
5
5 t ¨

2<+
Eh

1 - M
5w
5 r

1
2
5w
5r +

5�w
5r = 0# ( 17)

2  动力混合问题的求解

问题最后归结为在对应的边界条件下,求解方程( 7) ~ ( 8)以及( 16) ~ ( 17)# 为方便起见,

引入如下的无量纲量

  R =
r
a
, D= a

h
, K= 12(1 - M2) , K =

K
h
f , �W =

K
h
w , �W =

K
h
�w ,

  U=
1
D
<, 8 = t

D

Qha4
= �Xt , M =

hH
2K0

, �MT =
Ka2

Dh
MT , �NT =

(1- M) a2

D
NT ,
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  S=
h
2

J
�X = S0�X, B= (1+ M) LAJ, L *

( f , g ) =
1
R

5f
5R

52
g

5R2 +
52f
5R2

5g
5R ,

其中, S0 为热扩散松弛时间# 这样,即可将本问题的控制方程无量纲化为

  ¨4
U+ ¨2

�NT = -
1
2
L

*
( �W + 2�W, �W) , ( 18)

  ¨4�W +
52�W
5 8 2+ ¨

2�MT = L
*
( �W+ �W , U) , ( 19)

  ¨2
- SD2

5
5 8 - 12D2(1 + M) �MT + BSD2

5
5 8 ¨

2�W = 0, ( 20)

  ¨2
- SD2 1+

2B
1 + M

5
5 8 - 4MD2 �NT -

BSD2

1+ M
5
5 8 (1- M) ¨2

U+

    5�W
5R

1
2
5�W
5R +

5�W
5R = 0# ( 21)

  R = 0时, �W < ] , 5�W
5R = 0, 1

R
5U
5R < ] ; ( 22)

  R = 1时, �W = 0, 52�W
5R2 + Jb

1
R

5�W
5R + �MT = 0,

       52 U
5R2-

M
R

5 U
5R + �NT = 0, �NT = 0, �MT = 0# ( 23)

2. 1  热弹振动非线性微分方程的建立

式( 18) ~ ( 23)加上初始条件(随后给出)构成了动力混合问题, 由于非线性及热弹耦合造

成的困难,一般得不到封闭形式的解析解# 本文拟用 Galerkin法进行分析,为此设

  

�W( R, 8 ) = WnW(R )A ( 8 ) ,

�MT ( R, 8) = Wn5 ( R) B( 8 ) ,

�NT ( R, 8) = Wn5 ( R ) C( 8) ,

( 24)

式中 Wn = �W(0, 0) 为扁壳中心无量纲初始挠度# 假定振型函数形如

  W( R) = 1+ c1R
2
+ c2R

4
, ( 25)

该式已满足了式( 22)中 �W( R, 8) 所对应的边界条件,系数 c1 和 c2 的设置是为了使 W( R) 满

足式( 23)中的前两个条件# 假定

  5( R) = W( R) , ( 26)

此式也同时满足了式( 23)中的周边恒温条件# 

将式( 24)代入到协调方程( 18) ,注意到 U的边界条件,可得应力函数的解为

  5 U
5R = W

2
nF1( R) A

2
( 8 ) + WnF2( R ) A( 8) + WnF3( R) C( 8 ) , ( 27)

其中

  f 1( R ) = -
1
4 c

2
1R

3
-

1
3 c1 c2R

5
-

1
6 c

2
2R

7
,

  f 2( R ) = -
2Kc1

m+ 2
R
m+ 1

-
4mKc2

( m + 2) ( m+ 4)
R
m+ 3

,

  f 3( R ) = -
1
4
c1R

3
-

1
6
c2R

5
,

  Fi ( R ) = f i ( R) -
f

c
i (1) - Mf i (1)

1- M
R   ( i = 1, 2, 3)# 

设
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  C1 = Q
1

0
W

2
RdR , C2 = Q

1

0
R ¨4

W-
5
5R (mKR

m- 1
F 2) WdR# 

引进新的时间变量 + = C
- 1
1 C2 8, 对式(19) ~ (21) 实施 Galerkin技术, 可得到 A( +)、

B ( + ) 和 C ( + ) 应满足的非线性微分方程为

  

&A + A + E( N1W
2
nA

3
+ N2WnA

2
+ N3WnAC + N4C + N5B ) = 0,

ÛB + G1B + G2A = 0,

ÛC + F1C + EF2WnAÛA + F3ÛA = 0,

( 28)

式中, E是为后面的近似求解而引入的人工摄动参数, (  
#

) = d/ d + 表示对 + 的微分,而

  Ni = - C
- 1
2 Q

1

0

d
dR

F i
dW
dR

+
1 + (- 1) i

2
mKR

m- 1
Fi- 1 WdR

  ( i = 1 ~ 4, F0 = F 4 = 0) ,

  N5 = C
- 1
2 Q

1

0
W¨2

WR dR , F= (1+ M+ 2B) C1+ B(1 - M)Q
1

0

d
dR ( RF3) WdR,

  G1 = -
C2N5- 12C1(1+ M ) D2

SD
2

C1C2
, G2 = - BN5C

- 1
1 C2,

  F1 =
1+ M
F

4MD
2
C1 - C2N5

SD2 C- 1
1 C2

,

  Fi+ 1 = BF- 1Q
1

0
(3- i) (1 - M)

d
dR

( RF i ) + (2 - i) R
dW
dR

2

-

     (1- i) mKR
m dW
dR

WdR = 0   ( i = 1, 2)# 

设壳体有初始位移而无初始速度, 则有

  A (0) = 1, ÛA (0) = 0# ( 29)

初始温度场可设为[ 5]

  T (R , z , 0) = (Wn5 ( R ) 1 +
z
h

, ( 30)

其中 ( 为初始温度的分布幅值# 由此可导出 �MT 和�NT 的初始值

  B(0) = (1 + M) KAD2 ( , C(0) = K2AD2 ( # ( 31)

2. 2  热弹振动微分方程的近似解析解

下面求微分方程组( 28)的近似解析解# 根据方程的特点, 对 A 采用多尺度法,而对 B和C

则采用正则摄动展开# 记 T n = En+, Dn = d/ dT n, n = 0, 1, 2, ,,并略去 E2 及以上次幂项,

则有

  

A ( + , E) = A 0( T 0, T 1) + EA 1( T 0, T 1) ,

B( +, E) = B0( +) + EB1( +) ,

C( +, E) = C0( +) + EC1( +) ;

ÛA = D0A 0+ E( D1A 0+ D0A 1) ,

&A = D
2
0A 0+ E( D2

0A 1+ 2D0D1A 0) ,

ÛB = D0B0+ ED0B 1,

ÛC = D0C0+ ED0C 1# 

( 32)
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由此,式( 29)和式( 31)中的初始条件可展开为

  
A 0(0, 0) = 1, A 1(0, 0) = 0, D0A 0(0, 0) = 0,

D0A 1(0, 0) + D1A 0(0, 0) = 0,
( 33)

  B0(0) = (1+ M) KAD2 ( , B 1(0) = 0, C0( 0) = K2AD2 ( , C1(0) = 0# ( 34)

将式( 32)代入到式( 28)中, 比较等式两端 E的同次幂, 有

  E0  

D
2
0A 0+ A 0 = 0,

D0B0+ G1B 0+ G2D0A 0 = 0,

D0C0+ F1C0+ F3D0A 0 = 0,

( 35)

  E1  

D
2
0A 1+ A 1 = - 2D0D1A 0- ( N1W

2
nA

3
0+ N2Wn A

2
0+

  N3WnA 0C 0+ N4C0+ N5B0) ,

D0B1+ G1B 1 = - G2( D1A 0+ D0A 1) ,

D0C1+ F1C1 = - F2WnA 0D0A 0 - F3( D1A 0+ D0A 1)# 

( 36)

顺次求解式( 35) ,可得

  A 0( T 0, T 1) = �A (T 1) cosW, W= T 0+ ; ( T 1) , ( 37)

  B0( + ) = B
*
( T 1) exp(- G1 + ) + K1�A( G1sinW- cosW) , ( 38)

  C0( + ) = C
*
( T 1) exp(- F1 +) + K2�A( F1sinW- cosW) , ( 39)

式中, K1 = G2/ (1+ G21) , K2 = F3/ (1+ F21) , B
* 和 C

* 可由式( 34)确定为

  B
*
( T 1) = B0(0) - K1�A ( G1sin ; - cos ; ) ,

  C
*
( T 1) = C0(0) - K2�A (F1sin ; - cos ; )# 

由式( 33)可得

  �A 0(0) = 1, W(0, 0) = ; (0) = 0# ( 40)

将式( 37) ~ ( 39)代入式( 36)的第一式,可得

  D
2
0A 1+ A 1 = -

1
4 N1W

2
n�A

3
cos3W-

1
2 N2Wn�A

2
(1+ cos2W) -

    N4C* exp(- F1T 0) - N5B
* exp(- G1T 0) -

    N3Wn�A C
*
exp(- F1T 0) + K2�A ( F1sinW- cosW) cosW# ( 41)

上式中的永年项已被消除,消除条件是

  2D1�A - ( K1G1N5+ K2F1N4)�A = 0, ( 42)

  D1 ; = -
1
2
( K1N5 + K2N4) +

3
8
N1W

2
n�A

2
, ( 43)

考虑到式( 40)后,由上两式可求得

  �A (T 1) = exp
1
2
( K1G1N5+ K2F1N4) T 1 , ( 44)

  ; ( T 1) = -
1
2 ( K1N5+ K2N4) T 1-

3
8

N1W
2
n

K1G1N5+ K2F1N4)
@

    1 - exp[ ( K1G1N5 + K2F1N4) T 1] # ( 45)

最终得到微分方程( 28)中 A 的一次近似解

  A ( + ) = lim
Ey 1
�A (T 1) cos[ T 0 + ; ( T 1) ] = �A ( +) cos[ + + ; ( + ) ] , ( 46)

以及热弹耦合非线性振动的频率与振幅间的特征关系
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  X = D0W= lim
Ey1
(1+ ED1 ; ) = 1-

1
2
( K1N5+ K2N4) +

3
8
N1�W

2
0, ( 47)

其中 �W0 = Wn�A 为�W (0, + ) 的振幅# 将式(44) 和式(45) 代入到式(41) , 便可求得 A 1的表达

式,本文从略# 

3  结果及讨论

温度场与应变场耦合对壳体非线性振动特性的影响可从振动频率和振幅, 即 X和�A 两方

面来讨论# 大量计算发现,扁锥壳与扁球壳的振动特性大致相同,故本文仅讨论扁球壳问题,

分析中取 M= 0. 3, M = 0. 02, D= 100# 

  图 1a  几何参数 K 对 X的影响

图 1给出扁球壳在不同的几何参数 K 下,其非线性

耦合振动频率 X与中心无量纲振幅�W0间的特征关系以

及振幅参数�A 随时间+的变化规律# 可以看出,无论是

在耦合还是非耦合情况, 壳体几何参数对其振动特性都

有很大的影响# 在扁壳范畴内,壳体呈现着一种硬弹簧

特性,且这种特性在非热弹耦合时随壳体矢高变小而增

强, 在 K = 0时(退化为圆板) , 对应着最大硬特性, 这

与文[ 2] 是一致的# 在热弹耦合情况下, 当振幅较小

时,弹簧特性随 K 增大而变硬, 振幅较大时随 K 增大而

变软# 热弹耦合效应使得壳体振动的频率增大, 然而,

当振幅较大时, 耦合效应的作用降低,且壳体越扁, 耦合

效应的影响越小# 结合式( 44) ,从图 1b发现, 扁壳振动的振幅是随时间按指数规律衰减的,而

且K 越小, 衰减越明显,这种由热弹阻尼而造成的振幅衰减现象称为热耗散[ 4]# 

 图 1b 几何参数 K 对     图 2a 组合参数 B对      图 2b  组合参数 B对

�A 的影响 X的影响 �A 的影响

B为与热弹耦合因子 L成正比的组合参数,对同一材料, L表征外界温度T 0对振动的影响# 

图2可以看出, L越大,耦合振动的频率就越大, �A 随时间衰减得也越快,也即热弹耦合越强,振

动的周期就越短,振幅衰减就越快# 

SD
2
= S0�XD

2
是表征材料导热能力大小的组合参数# 图 3示出,降低 SD

2
将增大振幅衰减

率, 或者说,热扩散松弛时间越短,材料导热能力越强,振幅衰减就越快# 但参数 SD2的变化对

振动频率并没有影响# 

397扁球壳和扁锥壳的轴对称非线性热弹耦合振动



图 3  组合参数 SD
2 对      图 4a 边界条件对      图 4b  边界条件对

�A 的影响 X的影响 �A 的影响

扁壳周边约束条件对其热弹耦合振动的影响也很明显# 从图4看出,在几何参数、热弹耦

合参数和导热能力相同的情况下, 周边简支扁球壳的振动频率较固支加大,但振荡幅度比固支

扁球壳小,振幅衰减较快# 
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Abstract: The problem of axisymmetric nonlinear vibration for shallow thin spherical and conical

shells when temperature and strain fields are coupled is studied. Based on the large deflection theories

of von KÀrmÀn and the theory of thermoelasticity, the whole governing equations and their simplified

type are derived. The time_spatial variables are separated by Galerkin. s technique, thus reducing the

governing equations to a system of time_dependent nonlinear ordinary differential equation. By means

of regular perturbation method and multiple_scales method, the first order approximate analytical so-

lution for characteristic relation of frequency vs amplitude parameters along with the decay rate of am-

plitude are obtained, and the effects of different geometric parameters and coupling factors as well as

boundary conditions on thermoelastically coupled nonlinear vibration behaviors are discussed.

Key words: shallow spherical shell; shallow conical shell; thermoelastically coupled; nonlinear v-i

bration; perturbation method
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