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箱约束变分不等式的一个简单光滑
价值函数和阻尼牛顿法

�
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(张石生推荐)

摘要: � 通过引入中间值函数的一类光滑价值函数, 构造了箱约束变分不等式的一种新的光滑价

值函数, 该函数形式简单且具有良好的微分性质�� 基于此给出了求解箱约束变分不等式的一种阻

尼牛顿算法, 在较弱的条件下, 证明了算法的全局收敛性和局部超线性收敛率, 以及对线性箱约束

变分不等式的有限步收敛性�� 数值实验结果表明了算法可靠有效的实用性能��

关� 键� 词: � 箱约束变分不等式; � 全局收敛; � 超线性收敛; � 有限步收敛
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引 � �言

设 X � R
n
, F : X � R

n
, 变分不等式[ 记为VI( X , F) ] 是指: 求 x � X , 使

� � F( x)
T
( y - x) � 0, � � � y � X�� ( 1)

特别地, 当 X = [ a, b] := x � R
n

| ai � x i � bi , i � N 时, 称VI( X , F) 为箱式约束变分不

等式, 记为 VI( a, b, F) , 其中N := 1, 2, � , n , a i � R � - � , bi � R � + � , 且 ai <

bi , i � N �� 若对每个 i � N , 均有 ai = 0, bi = + � , 则VI( a, b, F) 蜕化为非线性互补问题

NCP( F) : 求 x � R
n
, 使

� � x � 0, F( x) � 0, x
T
F( x) = 0��

近年来, 因理论上的重要性和实际应用中的广泛性
[ 1~ 3]

, VI( a, b, F) 和 NCP( F) 数值解法的

研究已引起了广泛兴趣
[ 2~ 14]��

求解VI( a, b, F) 的一类重要的方法是将其等价转换成非线性方程组 �( x ) = 0 或无约

束优化问题minx � R
n�( x) 来求解

[ 6~ 12]
, 其中 �: R

n � R
n
使 �( x) = 0 与VI( a, b, F) 同解, 而

函数 �( x) 称为VI( a, b, F) 的价值函数, 它满足 �( x) � 0且 �( x) = 0当且仅当 x 是VI( a,

b, F) 的解�� 近年来人们已经构造了VI( a, b, F) 的许多价值函数[ 6~ 14]
, 一般, 这些价值函数

是由上述非线性方程组 �( x) = 0 的最小二乘问题得到, 为获得价值函数的光滑性, 相应的向

量函数 �( x) 的构造相对比较复杂��

988

� 应用数学和力学, 第 26 卷 第 8期( 2005年 8 月)

� �Applied Mathemat ics and Mechanics
� � � � � � � � � � �应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版 �

� 收稿日期: � 2003_12_08; 修订日期: � 2005_03_10

基金项目: � 高等学校优秀青年教师教学科研奖励计划资助项目(教人司[ 2002] 123号)

作者简介: � 乌力吉( 1962� ) , 男, 内蒙古赤峰人, 副教授, 硕士(联系人. 联系地址: 内蒙古工业大学理

学院数学系, 呼和浩特, 010062; Tel: + 86_471_6575425; Fax : + 86_471_6575877; E_mail: Ulji@

imut. edu. cn)��



本文构造的 VI( a, b, F) 的光滑价值函数 �( x) 具有如下特点: ( � ) 与大多数利用光滑

逼近得到的价值函数不同, �( x ) 不包含任何必须趋向于零的参数, 但当F为P0 _函数且[ a, b]

有界时仍能保证其每个稳定点都是 VI( a, b, F) 的解; ( � ) �( x) 的形式非常简单; ( � )

�( x) 的形式虽然不同于以往价值函数, 但本文牛顿法每迭代步的计算量却仅相当于VI( a, b,

F) 的非线性方程组的牛顿法; ( � ) 该价值函数同时适用于非线性互补问题��

贯穿本文, 称连续可微映射 F : R
n � R

n 为C
1
_函数, 若 F 的 Jacobi 阵局部Lipschitz 连续,

则称 F 为LC
1
_函数�� 以 F�( x) 表示 F( x ) 的 Jacobi 矩阵, � F( x) = F�( x)

T 表示 F在x的

梯度��  � � 表示欧氏范数�� 对任意 i � N , 以 ei 表示n 阶单位阵 I 的第 i 个列向量�� 对

任意向量 x = ( x 1, x 2, � , x n)
T � R

n
, 记 x

+
:= ( x

+
1 , � , x

+
n )

T
, x

-
:= ( x

-
1 , � , x

-
n )

T
, 其中 x

+
i :=

max 0, x i , x
-
i := min 0, xi , i � N �� 对任意 �= �1, � �n T � R

n
, 以 D�:= diag( �1, � , �n )

表示以 �1, � , �n 为对角元的对角矩阵�� 对任意指标集 �, � � N和 n � n 矩阵M � R
n� n

, 记

M��为M 的 i � �行j � �列所在元素构成的 | � | � | � | 子阵��

定义 1

( � ) 称 n 阶方阵M � R
n�n 为P0 _矩阵, 若 M 的每一个主子式均非负;

( � ) 称 n 阶方阵M � R
n�n

为P_矩阵, 若 M的每一个主子式均严格正;

( � ) 称 F : R
n � R

n
为P0 _函数, 若max

x
i
� y

i

( xi - y i ) [ F i ( x) - F i ( y ) ] � 0, � x, y � R
n
, x �

y��

定义 2�设 x
*
是VI( a, b, F) 的解��记指标集

� �

�:= i � N | ( x
*
i - ai ) ( x

*
i - bi ) � 0, Fi ( x

*
) = 0 ,

�:= �1 � �2,
�1 = i � N | x

*
i - bi = 0, Fi ( x

*
) = 0 ,

�2 = i � N | x
*
i - a i = 0, F i ( x

*
) = 0 ,

�:= �1 � �2,
�1 = i � N | x

*
i - bi = 0, F i ( x

*
) � 0 ,

�2 = i � N | x
*
i - ai = 0, Fi ( x

*
) � 0 ��

( 2)

称 x
*
为 R_正则的, 若 � F( x

*
) ��非奇且其 Schur 补

� � � F( x
*

) �� - � F( x
*

) ��� F( x
*

)
- 1
�� � F( x

*
) ��

为 P_矩阵��

1 �箱约束变分不等式的一个光滑价值函数及其性质

引入中间值函数

� � mid( u , v , w ) :=

u, � � 若 w < u,

w , � � 若 u � w � v, - � � u < v �+ � , w � R ,

v , � � 若 v < w ,

( 3)

易见 x
* 为 VI( a, b, F) 之解当且仅当 x

* 为如下非光滑方程组之解:

� � mid( xi - bi , xi - a i , F i ( x ) ) = 0, � � i � N�� ( 4)

定义函数 �: R
3 � R 如下:

� � �( u, v, w ) :=
1
2

( u
+

)
2
+ ( v

-
)

2
+

( u
-

w
-

)
2

u
2
+ w

2 +
( v

+
w

+
)

2

v
2
+ w

2 ,
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� � - � � u < v �+ � , w � R , ( 5)

并规定: 当 u
2
+ w

2
= 0 时( u

-
w

-
)

2
/ ( u

2
+ w

2
) = 0, 当 v

2
+ w

2
= 0时( v

+
w

+
)

2
/ ( v

2
+ w

2
) =

0; 当 u = - � 时 u
+ � 0且( u

-
)

2
/ ( u

2
+ w

2
) � 1, 当 v = + � 时 v

- � 0且( v
+

)
2
/ ( v

2
+ w

2
) �

1�� 不难验证 �( u, v, w ) 在 R
3
上连续可微且其梯度为

� � � �( u, v, w ) =

��u ( u, v , w )

��v ( u, v , w )

��w ( u, v, w )

=

� � � �

u
+
+ u

-
( w

-
)

4
/ ( u

2
+ w

2
)

2

v
-
+ v

+
( w

+
)

4
/ ( v

2
+ w

2
)

2

( u
-

)
4
w

-
/ ( u

2
+ w

2
)

2
+ ( v

+
)

4
w

+
/ ( v

2
+ w

2
)

2

, ( 6)

如果 u = - � , 则 �( u, v, w ) 化简为( v, w ) 的二元函数, 这时梯度( 6) 的形式为

� � [ � �( u , v , w ) ]
T

= ( ��v ( u, v, w ) , ��w ( u, v, w ) ) ,

同理讨论 v = + � 的情形�� 特别地, 当 u = - � 和 v = + � 同时成立时,

� � � �( u, v, w ) = ��w ( u, v, w )��

引理 3

( � ) �( u, v, w ) � 0且 �( u, v ,w ) = 0 � mid( u, v ,w ) = 0, - � � u < v �+ � , w � R ;

� � ( � ) ( 1/ 4) mid( u, v, w )
2 � �( u, v , w) � mid( u, v, w )

2
, - � � u < v �+ � , w � R ;

( � ) �( u, v, w ) 在 R
3
上连续可微, � �( u , v , w ) 局部Lipschitz连续, 且 � �( u, v , w ) = 0

� mid( u, v, w) = 0�� 特别地, 当 u = - � 或 v = + � 时, 这一结论仍然成立��

证明 �由 �( u, v, w ) 的定义( 5) 和式( 6) 易得��  

现考虑箱约束变分不等式 VI( a, b, F) , 限于篇幅本文仅考虑[ a, b] 为有界集的情形, 无

界情形可类似讨论�� 记 ui = xi - bi , v i = x i - a i , w i = F i ( x) , i � N 引入VI( a, b, F) 的价

值函数 �: R
n � R ,

� � �( x) := �
n

i = 1

�i ( x) , �i ( x) := �( ui , v i , w i ) , � � i � N ( 7)

并定义向量函数 L, �, H : R
n � R

n
,

� � L i ( x ) := ��u ( ui , v i , w i ) + ��v ( u i , vi , w i ) + ��w( u i , v i , w i ) , ( 8)

� � �i ( x) := �1i ( x) + �2i ( x) , ( 9)

� � �1i ( x) :=

��u ( ui , vi , w i ) / L i ( x) , � � � � � L i ( x) � 0,

vi / ( bi - ai ) , � � � � � � � � � L i ( x) = 0, uiv i = 0,

min 1, �( x) v i / ( bi - ai ) , � � � L i ( x) = 0, u iv i � 0,

( 10)

� � �2i ( x) :=

��v ( ui , v i , w i ) / L i ( x ) , � � � � � L i ( x) � 0,

- ui / ( bi - a i ) , � � � � � � � L i ( x ) = 0, uiv i = 0,

- min 1, �( x) ui / ( bi - ai ) , � � L i ( x) = 0, uiv i � 0,

( 11)

� � H i ( x) := �
1
i ( x) u i + �

2
i ( x) vi + [ 1 - �i ( x) ] w i�� ( 12)

引理 4

( � ) �i ( x) � L
2
i ( x) � 4�i ( x) , i � N , 从而 L( x) = 0 � x 为 VI( a, b, F) 之解;

( � ) �i ( x)( 1- �i ( x)) � 0, i � N ;若 x非VI( a, b, F) 之解, 则有 �i ( x) � (0,1] , i � N ;
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� � ( � ) H i ( x)
T
L i ( x) = 2�i ( x) , i � N ;

( � ) �i ( x) � H
2
i ( x) � 4�i ( x) , i � N ��

证明

( � ) 由不等式 1/ 2 � ( s
3

+ t
3
)

2
/ ( s

2
+ t

2
)

3 � 1( s > 0, t > 0) 经简单计算可得;

( � ) 若 L i ( x ) � 0, 则由 �i ( x) 之定义知 L
2
i ( x) �i ( x) ( 1- �i ( x ) ) � 0, 再注意到

L i ( x) �i ( x) = u
+
i +

u
-
i ( w

-
i )

4

( u
2
i + w

2
i )

2 + v
-
i +

v
+
i ( w

+
i )

4

( v
2
i + w

2
i )

2 = 0 � L i ( x ) = 0, � � i � N ,

即刻得结论;

( � ) 由 L i ( x ) , H i ( x) , �i ( x) 之定义直接得到;

( � ) 由 �
1
i ( x) , �

2
i ( x ) , H i ( x) 之定义利用结论( � ) , ( � ) 可得��  

命题 5�若 F : R
n � R

n 为C
1
( LC

1
) _函数, 则 �( x) : R

n � R也为 C
1
( LC

1
) _函数; 且 �( x )

的梯度可表示为

� � � �( x) = [ D�( x) + ( I - D�( x) ) F�( x ) ]
T
L( x) , ( 13)

其中 D�( x) = diag( �1( x) , � , �n( x) ) ; 进而, 如果矩阵 D�( x) + ( I - D�( x) ) F�( x) 非奇异, 则 x

为VI( a, b, F) 之解 � � �( x) = 0��

证明 � �( x) 为 C
1
( LC

1
) _函数的证明由引理 3 及复合函数求导法则得到��且有

� � � �( x) = �
n

i= 1
[ ( ��u( u i , vi , w i ) + ��v ( ui , v i , w i ) ) ei + �

�
w ( ui , v i , w i ) � Fi ( x ) ] , ( 14)

若 L i ( x) � 0, 由( 14) 知 � �i ( x) = [ �i ( x) ei + ( 1- �i ( x ) ) � F i ( x) ] L i ( x) ; 若 L i ( x) = 0, 则

有 ��u( u i , v i , w i ) + ��v ( ui , v i , w i ) = 0= ��w ( ui , vi , w i ) , 故 � �i ( x) = 0�� 由此易知式( 13) 成立,

且当 D�( x) + ( I - D�( x) ) F�( x) 非奇异时, � �( x) = 0 � L( x) = 0, 再由引理4( � ) 便得结

论��  

推论 6�若 F 为可微P 0 _函数且�( x ) � 0, 则矩阵 D�( x) + ( I - D�( x) ) F�( x) 非奇异, 从

而 � �( x ) = 0 � x为 VI( a, b, F) 之解��  

命题 7�若 F 为可微P0 _函数且�( x) � 0, 则 d:= - [ D�( x) + ( I - D�( x) ) F�( x) ]
- 1
H( x )

有定义且满足

� � d
T � �( x) = - 2�( x) < 0, ( 15)

即 d 是 �( x) 在 x处的一个下降方向��

证明 �由推论 6、命题 5( � ) 和引理 4 可得��  

2 �算法及其收敛性

算法 8� ( 箱约束变分不等式的阻尼牛顿法)

步0( 初始步) �任取初始点 x
0 � R

n
, 参数 �> 0, p > 2, 线搜索参数 R I ( 0, 1/ 2) , Q I ( 0,

1) , 结束精度 E > 0, 置 k = 0# 

步1( 终止准则)  若 H( x
k
) [ E, 则停止, 否则转步 2;

步2( 求下降方向 d
k
)  按式( 9) 计算 Si ( x

k
) , i I N , 关于 d

k 求解线性方程组

  [ DS( xk
) + ( I - DS( x

k
) ) Fc( x

k
) ] d

k
+ H( x

k
) = 0, ( 16)

其中 DS( x
k
) = diag( S1( x

k
) , , , Sn( x

k
) ) , 若式( 16) 无解或 d

k 不满足不等式

  ¨H( x
k
)

T
d

k
[ - D+ d

k
+

p
, ( 17)
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则取 d
k

= - ¨ H( x
k
) ;

步3( 线搜索)  确定线搜索步长 tk = Q
l

k, 其中 l k 是使如下不等式成立的最小非负整数,

  H( x
k
+ Q

l
d

k
) [ H( x

k
) + RQ

l
¨ H( x

k
)

T
d

k
; ( 18)

步4( 产生新的迭代点并循环)  令 x
k+ 1

= x
k

+ tk d
k
, 置 k = k + 1, 转步 1# 

定理 9  设 F 为连续可微 P0 _ 函数, x
k 为 E = 0 时算法产生的无穷点列, 则

limk y ] H( x
k
) = 0, x

k 有界且其任一聚点x
* 均为VI( a , b, F) 之解# 

证明  因 H( x
k
) 单调递减且有下界 H( x

k
) \ 0, 故必有 limky ] H( x

k
) = H

*
\ 0# 而由

H( x) 的定义知水平集 S0:= x I R
n

| H( x) [ H( x
0
) 有界, 故 x

k
A S0 有界从而必有聚点

x
* 且 H*

= H( x
*

)# 下面只须证 H*
= 0即可# 采用反证法证明, 鉴于篇幅要求及所用的方

法是标准过程, 具体内容省略# t

定理 10 设 F 是C
1
_函数, x

k 是由算法产生的点列# 若 x
k 有一个聚点x

* 为VI( a,

b, F) 的 R_正则解, 则点列 x
k 局部超线性收敛到x

*
; 若 F 为LC

1
_函数, 则 x

k 局部二次收

敛到 x
*

# 

证明  因 x
*
是VI( a, b, F) 的 R_正则解, 由 S( x) 的定义, 有

  lim
x y x

*
S i ( x)

= 0,     i I A,

I [ 0, 1] ,   i I B,

= 1,     i I C,

故在 x
*
的充分小邻域 U( x

*
) 内, 矩阵 DS( x) + ( I - DS( x) ) Fc( x) 是非奇异的且存在常数 C

> 0, 使得 + [ DS( x) + ( I - DS( x) ) Fc( x) ]
- 1

+ [ C# 这时由方程组( 16) 解出的 d 满足 + d +

[ 2C H( x ) , 故由式( 15) 有 ¨H( x)
T
d [ - + d +

2
/ ( 2C

2
) , 注意到 D > 0, p > 2, 易见不等式

( 17) 这时恒成立# 于是, 在 x
* 的充分小邻域内, 下降方向均由式( 16) 确定, 且有

  + x + d - x
*

+ = + x - x
*

- [ DS( x) + ( I - DS( x) ) Fc( x) ]
- 1
H( x) + =

    C + DS1
( x) u

*
+ DS2( x) v

*
+ ( I - DS( x) ) w

*
+ + o + x - x

*
+ , ( 19)

注意到 x
* 是 VI( a, b, F) 的解, 由 S1

i ( x)、S2
i ( x ) 的定义知, 对任意充分靠近 x

* 的 x, 有

S
1
i ( x ) u

*
i + S

2
i ( x) v

*
i + ( 1- Si ( x) ) w

*
i = o ( + x - x

*
+

2
) , 故 + x

k
+ d

k
- x

*
+ = o ( + x

k
-

x
*

+ ) ; 若 F 是LC
1
_函数, 则在不等式( 19) 中余项为 O( + x - x

*
+

2
) , 此时 + x

k
+ d

k
- x

*
+

= O( + x
k

- x
*

+
2
)# 

另一方面, 令 G( x ) := mid( x - b, x- a, F( x) ) # 因 x
*

R_正则且G( x) 局部Lipschitz连

续, 由文献[ 10] 的命题8 知, + G( x + d ) + = o( + G( x) + )# 再由引理 3( �) 得

  H( x + d ) = O( + G( x + d) +
2
) = o ( + G( x ) +

2
) = o( H( x) ) ,   x y x

*
# 

注意到 d
T

¨ H( x) = 2H( x) , 故在 x
* 的充分小邻域内, 算法步 3 中线搜索步长总能取到 tk =

1# 从而定理得证# t

如果把 S1
( x) 和 S2

( x) 的定义稍作修改, 即对任意 x , 当L i ( x) = 0, u iv i X 0时定义 S1
i ( x )

= S
2
i ( x) = 0, 其他情形仍定义如式( 10) 、( 11) , 则有

定理 11 设 F( x) = Mx+ q且矩阵M为P_矩阵# 则算法有限步收敛到VI( a, b, F) 之

解# 

证明  设 x
* 是VI( a, b, F) 的解# 因M为P_矩阵, 故 x

* 为正则解且存在常数 C > 0,

使 + DS( x) + ( I - DS( x) ) Fc( x) +
- 1

[ C , P x I R
n
# 由定理 10的证明知, d

k
总由式( 16) 确
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定, 且对充分大的 k 有x
k+ 1

= x
k
+ d

k
# 因此由式( 16) 有

  DS1
( x

k
) u

k+ 1
+ DS2( x

k
) v

k+ 1
+ ( I - DS( x

k
) ) w

k+ 1
= 0# ( 20)

故对充分大的 k 和每个 i I N , u
k+ 1
i , v

k+ 1
i , w

k+ 1
i 不可能同号, 从而由 S1

( x) 和 S2
( x) 的定义, 必

有 S1
i ( x

k+ 1
) S

2
i ( x

k+ 1
) = 0# 而由式( 20) 又有[ S

1
i ( x

k+ 1
) u

k+ 1
i + S

2
i ( x

k+ 1
) v

k+ 1
i ] w

k+ 1
i [ 0, 故对充分

大的 k 有

  S1
i ( x

k
)

= 1,     i I C1,

I [ 0, 1] ,   i I B1,

= 0,     否则,

 S
2
i ( x

k
)

= 1,     i I C2,

I [ 0, 1] ,   i I B2,

= 0,     否则,

这意味着算法有限步内得到精确解# t

3  数 值 实 验

本节讨论数值实验结果# 程序由Fortran 语言编写并在普通 PC 机上运行# 算法中有关参

数取为 Q = 0. 5, R= 10- 4
, D= 10- 12

, p = 2. 1, E = 10- 12
# Feval 表示算法中函数值 F( x) 的计

算次数# 对给定的实数 u < v , 记[ u, v ]
n

= x I R
n

| u [ xi [ v , i I N # 

算例 1

  F( x) =

x
3
1 - 8

x 2 - x 3 + x
3
2 + 3

x 2 + x 3 + 2x
3
3 - 3

x 4 + 2x
3
4

为严格单调函数从而为 P 0 _函数# 考虑两种情形: ( �) [ a, b] = [ 0, 5]
4
, 解为 x

*
= ( 2, 0, 1,

0)
T
, F( x

*
) = ( 0, 2, 0, 0)

T
, 该解为退化解且非 R_ 正则; ( �) [ a, b] = [- 1, 1]

4
, 解为 x

*
=

( 1, - 1, 1, 0)
T
, F( x

*
) = (- 7, 0, - 1, 0)

T
, 该解为退化解但 R_正则# 

表 1 算例 1的数值结果

[ a , b ] x0 xk F( xk) k F eva l H( x k)

[ 0, 5] 4

[ - 1, 1] 4

2. 5

2. 5

2. 5

2. 5

2. 000 000

0. 000 000

1. 000 000

0. 000 000

0. 000 000

2. 000 000

0. 000 000

0. 000 000

8 63 2. 2E- 20

0

0

0

0

1. 000 000

- 1. 000 000

1. 000 000

0. 000 000

- 7. 000 000

0. 000 000

- 1. 000 000

0. 000 000

4 39 1. 7E- 20

  算例 2

  F( x) =

4 2 2 1

2 4 0 1

2 0 2 2

- 1 - 1 - 2 0

x 1

x 2

x 3

x 4

+

- 8

- 6

- 4

3

为单调函数从而为 P 0 _函数# 考虑两种情形:
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( �) [ a, b] = [- 1, 1]
4
, 解为 x

*
= ( 1, 8/ 9, 5/ 9, 4/ 9)

T
, F( x

*
) = (- 2/ 3, 0, 0, 0)

T
;

( �) [ a, b] = [- 5, 5]
4
, 解为 x

*
= ( 4/ 3, 7/ 9, 4/ 9, 2/ 9)

T
, F( x

*
) = ( 0, 0, 0, 0)

T
# 

表 2 算例 2的数值结果

[ a , b ] x0 xk F( xk) k F eva l H( x k)

[ - 1, 1] 4

[ - 5, 5] 4

0

0

0

0

1. 000 000

0. 888 889

0. 555 556

0. 444 444

- 0. 666 666

0. 000 000

- 1. 000 000

- 0. 000 000

5 10 2. 6E- 15

0

0

0

0

1. 333 333

0. 777 777

0. 444 444

0. 222 222

0. 000 000

0. 000 000

0. 000 000

0. 000 001

3 5 6. 3E- 13

  算例 3

  F( x) =

3x
2
1 + 2x 1x 2 + 2x

2
2 + x 3 + 3x4 - 6

2x
2
2 + x 1 + x

2
2 + 10x 3 + 2x 4 - 2

3x
2
1 + x 1x 2 + 2x

2
2 + 2x 3 + 9x4 - 9

x
2
1 + 3x

2
2 + 2x 3 + 3x 4 - 3

为非 P0 _函数# 考虑两种情形:

( �) [ a, b] = [ - 1/ 2, 1/ 2]
4
, 解为 x

*
= ( 1/ 2, - 1/ 2, 1/ 2, 1/ 3)

T
, F( x

*
) = (- 15/ 4,

59/ 12, - 4, 0)
T
;

( �) [ a, b] = [ 0, 3]
4
, 有两个解分别为 x

*
= ( 1, 0, 3, 0)

T
, F( x

*
) = ( 0, 31, 0, 4)

T 和�x*
=

( 6/ 2, 0, 0, 1/ 2)
T
, F( �x

*
) = ( 0, 2+ 6/ 2, 0, 0)

T
, �x

*
为退化解, x

*
为非退化解# 

表 3 算例 3的数值结果

[ a , b ] x0 xk F( xk) k F eva l H( x k)

[ - 0. 5, 0. 5] 4

[ 0, 3] 4

[ 0, 3] 4

0

0

0

0

0. 500 000

- 0. 500 000

0. 500 000

0. 333 333

- 3. 750 001

4. 916 666

- 4. 000 001

- 0. 000 000

5 9 5. 0E- 13

0. 5

0. 5

0. 5

0. 5

1. 224 745

0. 000 000

0. 000 000

0. 499 999

0. 000 000

3. 224 744

0. 000 000

0. 000 000

7 36 5. 3E- 13

1

1

1

1

1. 000 000

0. 000 000

3. 000 000

0. 000 000

0. 000 000

31. 000 000

0. 000 000

4. 000 000

9 44 4. 3E- 24

  算例 4  n维随机生成线性箱约束变分不等式VI( a, b, F)# F( x) = Mx+ q, M = A
T
A

+ B , 其中 n 阶方阵A 和n 阶反对称矩阵B 的元素为[- 5, 5] 内的均匀分布伪随机数, q I R
n
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的元素为[- 500, 500] 内的均匀分布伪随机数, [ a, b] = [- 2, 2]
n
, 初始点 x

0
= ( 015, , ,

015)
T
# 计算了 n = 50至800的10类, 每类10个例子# 为使 x与F( x) 在数量级上相对均衡,

采用了规范化技术, 即求解等价的箱约束变分不等式 VI( [ a, b] , �F) , 其中 �F( x) = DMx +

Dq, D = diag + m1 +
- 1

, , , + mn +
- 1

, mi 为矩阵M 的第 i 行# 

表 4 算例 4的数值结果

变量个数 n 50 100 150 200 300 400 500 600 700 800

迭代次数 k

最大 12 13 16 13 15 17 19 17 19 24

平均 9. 1 10. 2 10. 9 10. 9 11. 2 13. 0 14. 7 14. 0 15. 4 16. 1

最小 7 8 7 9 9 9 11 12 12 13

  算例 1~ 4 的计算结果见表 1~ 4# 从中看出, 本文算法经过很少迭代便求得问题之解, 且

随着问题规模的增长, 迭代次数增长缓慢, 表明了算法可靠有效的实际性能# 

致谢  作者衷心感谢审稿人的细心审阅及宝贵意见# 
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N e w S i m p l e S m o o t h M e r i t F u n c t i o n f o r B o x

C o n s t r a i n e d V a r i a t i o n a l I n e q u a l i t i e s a n d

D a m p e d N e w t o n T y p e M e t h o d

U lji,  CHEN Gu o_qing

( Depar tment of Mathema tics , College of Science and Techn ology , Inner Mon golia

Un iver sity , Hohhot 010021, P . R . China )

Abst ra ct : By introducing a smooth mer it function for the median function, a new smooth mer it func-

tion for box constr ained var iational inequalities ( BVIs) w as constr ucted. The function is simple and

has some good differ ential properties. A damped New ton type method was pr esented based on it.

Global and local superlinear / quadratic convergence results were obtained under mild conditions, and

the finite termination property wa s also shown for the linear BVIs. Numer ical r esults suggest that the

method is efficient and promising.

Key w ords: box constr ained variational inequality ; global convergence; lo cal superlinear or quadratic

converg ence; finite termination pr operty
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