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摘要 :  运用广义 Fourier级数方法推导了无约束平面框架结构受运动刚体冲击时的瞬态动力响应

公式 ,利用这些公式得到冲击系统动力响应解析解# 在公式推导过程中得出结构系统中弹性响应

的动量之和为零的结论# 从公式推导可以看出, 模态分析法同样可以用来解决此类冲击问题# 
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中图分类号:  O347. 1    文献标识码:  A

引   言

近年来,在约束结构受冲击作用时瞬态响应和应力波传播问题上已经有了很多的研

究
[ 1, 2]

,然而,关于无约束结构的冲击分析, 则鲜见公开发表的研究文献# 无约束结构多为空

间结构,而且常为十分重要的结构,如在微重力、零重力情况下运行的航天器、太空站、实验卫

星等# 当这类结构受到物体冲击时,即使是荷载不大的冲击,也会对结构的运行或结构所承担

的实验任务产生严重的影响甚至于导致实验失败,因此,对于此类无约束结构的冲击响应问题

就必须运用精确方法进行分析# 其研究成果则可以应用于航天器的对接、空间站或实验卫星

的振动控制等航天技术领域# 

作者曾经分别对无约束杆的纵向冲击、无约束 Timoshenko 梁的横向冲击问题进行了分

析[ 3] ,得到了冲击响应的解析解,并得出冲击响应中弹性响应动量之和为零的结论# 对于无约

束杆系结构受到运动刚体冲击的问题, 是否可以用相同的方法(广义 Fourier 级数方法)求解冲

击响应? 冲击系统是否遵循同样的规律? 计算结果是否可以清晰地阐明构件中应力波的传播

现象? ,带着这些问题, 本文对一个无约束平面框架结构受到一运动刚体冲击的问题进行了

分析# 本文分为两部分, 第Ñ部分推导了无约束平面框架结构受运动刚体冲击时的瞬态动力

响应公式,第Ò部分为数值算例分析# 
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1  冲 击系 统

考虑一个对称的无约束平面矩形框架结构(如图 1所示) ,其长为 L ,宽为 L / 2# 在框架的

对称轴上( B 点处) 受到一质量 M 0、速度 S0的运动刚体沿对称轴方向( BE 杆轴向) 的冲击# 

结构中的节点A、C、D、F为铰接节点;节点B、E为刚接节点# 将AD、CF作为杆单元分析;由

于结构和荷载的对称性, 构件 BE 中只产生轴向变形而不产生横向位移, 因此可以与AD 和CF

一样看成是杆单元; 构件 AC、DF 采用Timoshenko梁理论, 考虑梁的剪切变形# 

将运动刚体和无约束框架结构看成一个接触_冲击系统,由于结构和荷载的对称性,可以

选取半边结构进行分析(如图 2所示)# 分别记梁 AB、梁 DE为梁1、梁2;记杆 DA、杆 EB 为杆

3、杆4# 对构件1、2、3、4分别采用局部坐标系( x 1, y 1)、( x2, y 2)、( x 3, y3)、( x 4, y 4) ,各坐标系原

点 O1、O2、O3、O4分别为节点 A、D、D、E# 

  图 1 冲击系统            图 2 等效冲击系统

2  振 型函 数

2. 1  Timoshenko梁的振型函数

Timoshenko梁微元的运动方程为:

  EI
52W
5x 2 + kAG

5v
5x - W - QI

52W
5t 2

= 0, ( 1)

  QA
52
v

5 t2
- kAG

52v
5x 2 -

5 W
5x = 0, ( 2)

式中: v( x , t ) 为横向位移; W( x , t ) 为截面由弯曲产生的转角; E 为弹性模量; G 为剪切弹性模

量; I 为横截面惯性矩; A 为横截面面积; Q为密度; k 为取决于横截面形状的数值因子# 

梁1、梁 2的横向位移和弯曲转角可以写成:

  vi ( Ni , t ) = Vi ( Ni , p )#sinpt , ( 3)

  Wi ( Ni , t ) = 7 i ( Ni , p )#sinpt , ( 4)

其中 i = 1, 2,分别表示梁 1和梁 2; Ni = xi / L 为梁1和梁 2的无量纲坐标; p 为冲击系统的圆

频率; L 为矩形框架结构的长# 

经过推导, 梁 1和梁 2的横向位移和弯曲转角振型函数可以写成如下的形式
[ 4]

:

  Vi ( Ni ) = C i1#cos( biAiNi ) + Ci 2#sin( biAiNi ) +

      C i3#cos( biBiNi ) + Ci 4#sin( biBiNi ) , ( 5)

  7 i ( Ni ) = Di 1#sin( biAiNi ) + Di 2#cos( biAiNi ) +

      Di 3#sin( biBiNi ) + Di 4#cos( biBiNi ) , ( 6)
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式中

  
Ai
Bi
=

r
2
i + s

2
i

2 º
r
2
i - s

2
i

2

2

+
1

b
2
i

1/ 2

, b
2
i =

1
E iI i

QiA iL
4
p
2
, r

2
i =

Ii

A iL
2, s

2
i =

E iIi

kiA iG iL
2# 

并且可以推得( 5)、( 6)式中的系数 C i1 ~ C i4 和 D i1 ~ Di 4之间满足以下关系
[ 4]

:

  Ci 1 =
L Ai
bi

# 1

s
2
i - A

2
i
D i1, C i2 =

L Ai
bi

# 1

s
2
i - A

2
i
Di 2,

  Ci 3 =
L Bi
bi

# 1

s
2
i - B2i

Di3, Ci 4 =
L Bi
bi

# 1

s
2
i - B2i

D i4# 

2. 2  杆的振型函数
杆微元的纵向运动方程为:

  52u( x , t )
5x 2 =

Q
E

#5
2
u( x , t )

5 t 2
# ( 7)

杆3和杆 4的纵向位移可以设为:

  uj ( xj , t ) = Uj ( Nj , p )#sinpt , ( 8)

其中 j = 3, 4,分别表示杆 3和杆 4; Nj 和p 的定义同梁中规定一样# 

将( 8)式代入( 7)中,可得杆 3和杆 4的纵向位移振型函数:

  Uj ( Nj ) = Dj 1#cos( 8 jNj ) + Dj2#sin( 8jNj ) , ( 9)

式中: 8j = bj#r j , b
2
j = QjAjL

4
p
2
/ E jI j , r

2
j = I j / AjL

2# 

3  边 界条 件

对于图2 所示的等效冲击系统, 各节点的平衡条件和协调条件如下:

节点 A 的平衡条件:

  k1A 1G1#
1
L

#
5 V 1

5N1 - 7 1
N
1
= 0

= E 3A 3#
1
L

#
5U3

5N3 N
3
= 1/ 2

,
5 7 1

5N1 N
1
= 0

= 0# ( 10)

节点 B 的平衡条件:

  k1A 1G1
1
L

#
5 V1

5N1
- 7 1

N
1
= 1/ 2

-
1
2

#M 0#p 2#V1 | N
1
= 1/ 2 =

    - E4#
A 4

2# 1
L

#
5U4

5N4 N
4
= 1/ 2

,   7 1 | N
1
= 1/ 2 = 0# ( 11)

节点 D 的平衡条件:

  k2A 2G2#
1
L

#
5 V 2

5N2
- 7 2

N
2
= 0

= - E3A 3#
1
L

#
5U3

5N3 N
3
= 0
,
5 7 2

5N2 N
2
= 0

= 0# ( 12)

节点 E 的平衡条件:

  k2A 2G2#
1
L

#
5 V 2

5N2
- 7 2

N
2
= 1/ 2

= E4 #
A 4

2
# 1
L

#
5U4

5N4 N
4
= 0
, 7 2 | N

2
= 1/ 2 = 0# ( 13)

节点 A 的协调条件:

  V1 | N
1
= 0 = U3 | N

3
= 1/ 2# ( 14)

节点 B 的协调条件:

  V1 | N
1
= 1/ 2 = U4 | N

4
= 1/ 2# ( 15)
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节点 D 的协调条件:

  V2 | N
2
= 0 = U3 | N

3
= 0# ( 16)

节点 E 的协调条件:

  V2 | N
2
= 1/ 2 = U4 | N

4
= 0# ( 17)

4  特征方程和固有频率

将( 5)、( 6)式和( 9)式代入以上边界条件( 10)式~ ( 17)式, 联立 C ij 与Dij ( i , j = 1, ,, 4) 关

系式; 并引入梁 AC 与运动刚体的质量比K= Q1A 1L/ M0, 可以得到关于振型函数中系数的齐

次线性方程:

  
s
2
1

A21- s
2
1
#D12+

s
2
1

B21- s
2
1
#D14+

E 3A 3#b3r3
k 1A 1G1#L

# sin
b3 r3
2 #D31- cos

b3r 3
2 #D32 = 0, ( 18)

  b1A1#D11+ b1B1#D13 = 0, ( 19)

  
s
2
1

A
2
1- s

2
1

sin
b1A1
2

+
1
2

#
b1A1
K

#cos
b1A1
2

#D11+

    
s
2
1

A21- s
2
1

cos
b1A1
2

-
1
2

#
b1A1
K

#sin
b1A1
2

#D12+

    
s
2
1

B21 - s
2
1

sin
b1B1
2

+
1
2

#
b1B1
K

#cos
b1B1
2

#D13+

    
s
2
1

B21 - s
2
1

cos
b1B1
2 -

1
2#

b1B1
K #sin

b1B1
2

#D14-

    1
2

#
E4A 4#b4r 4
k1A 1G1#L

# sin
b4r 4

2
#D41 - cos

b4 r4

2
#D42 = 0, ( 20)

  sin
b1A1
2

#D11+ cos
b1A1
2

#D12+ sin
b1B1
2

#D13+ cos
b1B1
2

#D14 = 0, ( 21)

  
s
2
2

A22- s
2
2
#D22+

s
2
2

B22- s
2
2
#D24+

E 3A 3#b3r3
k 2A 2G2#L

#D32 = 0, ( 22)

  b2A2#D21+ b2B2#D23 = 0, ( 23)

  
s
2
2

A22- s
2
2
#sin

b2A2

2
#D21+

s
2
2

A22- s
2
2
#cos

b2A2

2
#D22+

s
2
2

B22- s
2
2
#sin

b2B2
2

#D23+

    
s
2
2

B22 - s
2
2
#cos

b2B2
2 #D24-

1
2#

E4A 4#b4 r4
k 2A 2G2#L #D42 = 0, ( 24)

  sin
b2A2
2

#D21+ cos
b2A2
2

#D22+ sin
b2B2
2

#D23+ cos
b2B2
2

#D24 = 0, ( 25)

  
L A1
b1

# 1

A
2
1- s

2
1
#D11+

L B1
b1

# 1

B
2
1- s

2
1
#D13+ cos

b3r 3
2 #D31 + sin

b 3r3
2 #D32 = 0, ( 26)

  
L A1
b1

# 1

A2
1- s

2
1
#cos

b1A1
2

#D11-
L A1
b1

# 1

A21- s
2
1
#sin

b1A1
2

#D12+

    
L B1
b1

# 1

B21- s
2
1
#cos

b 1B1
2

#D13-
L B1
b1

# 1

B21- s
2
1
#sin

b1B1
2

#D14+

    cos
b4r 4
2

#D41+ sin
b4 r4
2

#D42 = 0, ( 27)

  
L A2
b2

# 1

A2
2- s

2
2
#D21+

L B2
b2

# 1

B22- s
2
2
#D23+ D31 = 0, ( 28)
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L A2
b2

# 1

A
2
2- s

2
2
#cos

b2A2
2 #D21-

L A2
b2

# 1

A
2
2- s

2
2
#sin

b2A2
2 #D22+

    
L B2
b2

# 1

B22- s
2
2
#cos

b 2B2
2

#D23-
L B2
b2

# 1

B22- s
2
2
#sin

b2B2
2

#D24+ D41 = 0# ( 29)

上述( 18)式~ ( 29)式可以写成矩阵形式,记为

Â # d = 0, ( 30)

其中 d = (D11, D12, D13, D14, D21, D22, D23, D24, D31, D32, D41, D42)
T
是由各构件的位移和转角

振型函数 V1( N1)、7 1( N1)、V 2( N2)、7 2( N2)、U3( N3)、U4( N4) 中系数组成的向量;

由于各构件的参数不同,故即使结构在以同一自振频率 p 振动时各构件的无量纲频率 bk ,

k = 1, ,, 4亦各不相同, 为了简单且能说明问题起见, 这里取所有构件的截面性质均相同,则

各构件的无量纲频率 bk , k = 1, ,, 4均相同, 以下记为 b# 

对于矩阵方程( 30)式,只有当行列式 | Â | 为 0时才有非 0解# 令 f ( b) = | Â | , 则

f ( b) = | Â | = 0, ( 31)

就是冲击系统的特征方程(即频率方程) ,方程有无穷多个正实数根(即无量纲固有频率) bn , n

= 1, 2, 3, ,, 这无穷多个特征根对应于冲击系统的无穷多阶固有频率 p n, n = 1, 2, 3, ,,

p
2
n =

EI

QAL
4 b

2
n# ( 32)

对于每个特征根 bn , n = 1, 2, 3, ,, 可以求得对应的/特征向量0:

dn = (D11, n, D12, n , D13, n, D14, n, D21, n , D22, n, D23, n, D24, n , D31, n, D32, n, D41, n , D42, n)
T# 

( 33)

在一般的结构振动分析中,特征向量就表示振型
[ 5]

,而此处的/特征向量0则与之不同,是

用矩阵理论求解矩阵方程 ( 30)式所得到的特征向量, 表示的是每阶振型函数 V1, n ( N1)、

7 2, n( N1)、V2, n ( N2)、7 2, n ( N2)、U3, n ( N3)、U4, n( N4) 中的系数所组成的向量# 利用 C ij 与Dij 关

系式,可以确定每个特征根对应的振型函数:

  V1, n( N1) =
L An
bn

# 1

s
2
- A

2
n
#D11, n#cos( bnAnN1) -

L An
bn

# 1

s
2
- A

2
n
#D12, n#sin( bnAnN1) +

    
L Bn
bn

# 1

s
2
- B2n

#D13, n#cos( bn BnN1) -
L Bn
bn

# 1

s
2
- B2n

#D14, n#sin( bn BnN1) , ( 34)

  7 1, n( N1) = D11, n#sin( bn AnN1) + D12, n#cos( bn AnN1) +

       D13, n#sin( bn BnN1) + D14, n#cos( bn BnN1) , ( 35)

  V2, n( N2) =
L An
bn

# 1

s
2
- A2n

#D21, n#cos( bnAnN2) -
L An
bn

# 1

s
2
- A2n

#D22, n#sin( bnAnN2) +

    
L Bn
bn

# 1
s
2
- B2n

#D23, n#cos( bn BnN2) -
L Bn
bn

# 1
s
2
- B2n

#D24, n#sin( bnBnN2) , ( 36)

  7 2, n( N2) = D21, n#sin( bnAnN2) + D22, n#cos( bnAnN2) +
       D23, n#sin( bnBnN2) + D24, n#cos( bnBnN2) , ( 37)

  U3, n( N3) = D31, n#cos( 8nN3) + D32, n#sin( 8nN3) , ( 38)

  U4, n( N4) = D41, n#cos( 8nN4) + D42, n#sin( 8nN4)# ( 39)

5  动 力响 应

系统的每阶特征根 bn, n = 1, 2, 3, ,对应于一组特征向量 dn, 由 dn 可确定各振型函数
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V1, n ( N1)、7 2, n ( N1)、V2, n( N2)、7 2, n( N2)、U3, n( N3)、U4, n( N4)# 将这些振型函数用某一系数(如

V1, n ( N1) 中 cos( bnAnN1) 的系数 D11, nL An/ ( bn ( s
2
- A2n) ) 去除所有的量, 令此系数为A n,它相当

于将振型函数/ 规格化0 了, 可以得到/规格化0 的振型函数 �V 1, n( N1)、�7 2, n( N1)、�V 2, n ( N2)、

�7 2, n( N2)、�U3, n ( N3)、�U4, n ( N4) ,其中的量均为已知,仅 A n 未知 # 于是所有的振型函数均可用

同一个 An 与各自的/规格化0振型函数的积表示# 

由于结构与荷载的对称性,梁只存在刚性平动位移,而不存在刚性转动位移,对整个结构

而言,其刚性位移用 A 0 t+ B0表示# 因此,冲击系统各个构件的位移响应和转角响应可以表示

成如下级数形式:

1) 梁 1:

  v1, n( N1, t ) = A 0#t + B0+ 6
+ ]

n= 1
A n#�V1, n( N1)#sinpnt , ( 40)

  W1, n( N1, t ) = 6
+ ]

n= 1

A n#�7 1, n ( N1)#sinp nt# ( 41)

2) 梁 2:

  v2, n( N2, t ) = A 0#t + B0+ 6
+ ]

n= 1
A n#�V2, n( N2)#sinpnt , ( 42)

  W2, n( N2, t ) = 6
+ ]

n= 1

A n#�7 2, n ( N2)#sinp nt# ( 43)

3) 杆 3:

  u3, n ( N3, t ) = A 0#t + B0+ 6
+ ]

n = 1
A n#�U3, n( N3)#sinpnt# ( 44)

4) 杆 4:

  u4, n ( N4, t ) = A 0#t + B0+ 6
+ ]

n = 1

A n#�U4, n( N4)#sinpnt# ( 45)

6  初 始条 件

冲击系统的初始条件如下:

  v1( N1, t ) | t= 0 = 0; W1( N1, t ) | t= 0 = 0,   0 [ N1 [ 1/ 2, ( 46)

  v2( N2, t ) | t= 0 = 0; W2( N2, t ) | t= 0 = 0,   0 [ N2 [ 1/ 2, ( 47)

  u3( N3, t ) | t = 0 = 0,   0 [ N3 [ 1/ 2, ( 48)

  u4( N4, t ) | t = 0 = 0,   0 [ N4 [ 1/ 2, ( 49)

  g1( N1) =
5v1( N1, t )

5 t t = 0
=

- S0,   N1 = 1/ 2,

0,     0 [ N1 < 1/ 2,
( 50)

  

5 W1( N1, t )
5 t t= 0

= 0,
5v2( N2, t )

5 t t = 0
= 0,

5 W2( N2, t )
5 t t= 0

= 0,
5 u3( N3, t )

5 t t = 0
= 0,

( 51)

  5 u4( N4, t )
5t t = 0

=
- S0,   N4 = 1/ 2,

0,     0 [ N4 < 1/ 2# 
( 52)

由位移初始条件( 46)、( 47)、( 48)、( 49)式可知:
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  B0 = 0# ( 53)

转角初始条件则自动满足# 

7  刚性响应系数 A 0

运用 Betti定律[ 5] ,对于系统的刚体模态和弹性模态,有正交条件:

  lim
Ey+ 0 Q

1/ 2- E

0
�m 1( N1)#�V 1, 0( N1)#�V 1, n( N1)#dN1+

    Q
1/ 2- E

0
�m 4( N4)#�U4, 0( N4)#�U4, n( N4)#dN4 +

    Q
1/ 2

0
�m 2( N2)#�V 2, 0( N2)#�V 2, n( N2)#dN2 +

    Q
1/ 2

0
�m 3( N3)#�U3, 0( N3)#�U3, n( N3)#dN3 +

    �M #�V 1, 0
1
2

#�V 1, n
1
2

= 0,   n = 1, 2, 3, ,, ( 54)

式中 �m 1( N1)、�m2( N2)、�m3( N3)、�m 4( N4) 分别为梁1、梁2、杆3、杆4的分布质量密度; �M 为等效冲

击系统中运动刚体的集中质量# 
并运用初始条件( 46)式~ ( 52)式和正交条件( 54)式,可得刚性响应系数 A 0 :

  A 0 = - S0/ (3. 5#K+ 1)# ( 55)

注意到,上式中 A 0就是结构的刚性速度响应 v r = - S0/ (3. 5#K+ 1) ,则结构刚性响应的动

量为(3. 5#K+ 1)#M0#v r,恰等于冲击前刚体 M0的动量(初始动量) - M0#S0# 因此,根据动量

守恒定理, 无约束结构的弹性响应的动量总和为 0# 根据这个性质可以直接导出冲击系统中

结构的刚性响应# 

8  弹性响应系数 A n

运用 Betti定律[ 5] ,对于结构系统的不同阶的弹性模态,可以写出类似的正交条件# 由初

始条件( 46)式~ ( 52)式和正交条件,可得弹性响应系数 A n :

  A n = �M#�V1, m
1
2

#g1
1
2

p
*
n # lim

Ey+ 0 Q
1/ 2- E

0
[ �m1( N1)#�V 2

1, n( N1) +

    �I 1( N1)#�7 2
1, n( N1) ] #dN1+ Q

1/ 2- E

0
�m 4( N4)#�U2

4, n ( N4)#dN4 +

    Q
1/ 2

0
[ �m 2( N2)#�V 2

2, n ( N2) + �I 2( N2)#�7 2
2, n ( N2) ]#dN2+

    Q
1/ 2

0
�m 3( N3)#�U2

3, n ( N3)#dN3+ �M #�V 2
1, n

1
2

# ( 56)

9  冲击系统动力响应

将广义系数 A 0、A n代入(40) 式 ~ (45)式中, 可以得到结构的各个构件的平动位移和弯曲

转角响应# 在此基础上,可以进一步得到剪力 Q( N, t )、弯矩 M( N, t )、轴力 N ( N, t ) 等动力响

应:

1)梁 1:

  Q1( N1, t ) = - kAG# 1
L

#
5v1( N1, t )

5N1
- W1( N1, t ) =
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    - kAG# 6
+ ]

n= 1

A n# 1
L

#
5�V 1, n ( N1)

5N1
- �7 1, n( N1) #sinp nt , ( 57)

  M 1( N1, t ) = EI# 1
L

#
5 W1( N1, t )

5N1 = EI# 6
+ ]

n= 1
A n# 1

L
#
5�7 1, n( N1)

5N1 #sinp nt# ( 58)

2)梁 2:

  Q2( N2, t ) = - kAG# 1
L

#
5v2( N2, t )

5N2 - W2( N2, t ) =

    - kAG# 6
+ ]

n= 1
A n#

1
L

#
5�V 2, n ( N2)

5N2
- �7 2, n( N2) #sinp nt , ( 59)

  M 2( N2, t ) = EI# 1
L

#
5 W2( N2, t )

5N2
= EI# 6

+ ]

n= 1

A n#
1
L

#
5�7 2, n( N2)

5N2
#sinp nt# ( 60)

3)杆 3:

  N3( N3, t ) = EA#
5u3( N3, t )

5N3
= EA# 6

+ ]

n= 1

A n#
5�U3, n ( N3)

5N3
#sinpnt# ( 61)

4)杆 4:

  N4( N4, t ) = EA#
5u4( N4, t )

5N4
= EA# 6

+ ]

n= 1
A n#

5�U4, n ( N4)
5N4

#sinpnt# ( 62)

10  结   论

1) 文中运用广义 Fourier级数方法系统地推导了无约束平面框架结构受到运动刚体冲击

时的瞬态响应解析解公式,由推导结果说明模态方法同样可以很好地解决此类冲击问题# 

2) 通过推导,发现了无约束结构的冲击问题遵循与[ 3]中前面两章相同的规律:受刚体冲

击的无约束平面框架结构的位移响应由刚性位移和弹性位移两部分组成, 结构系统的刚性响

应主要由质量比决定;结构系统的刚性响应的动量等于冲击作用前运动刚体的动量,根据动量

守恒原理,结构系统的弹性响应的动量总和为零# 

3) 本文中的方法可用于类似的无约束平面框架的冲击响应公式的推导# 
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Analysis on Impact Responses of an Unrestrained
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Abstract: The generalized Fourier_series method was used to derive the impact responses formula of

an unrestrained planar frame structure when subjected to an impact of a moving rigid_body. By using

these formula, the analytic solutions of dynamic responses of the contact_impact system can be ob-

tained. During the derivation, the momentum sum of elastic responses of the contact_impact system is

demonstrated to be zero. From the derivation, it is seen that the modal method can also be used to

solve this kind of impact problem.

Key words: unrestrained planar frame structure; impact; rigid response; elastic response
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