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摘要:  应用饱和多孔介质控制方程和 Liapunov稳定理论, 导出了固相应力和有效应力描述的多孔

介质骨架应变局部化的萌生条件# 不同应力形式表达的多孔介质基体的控制方程, 相应的应变局

部化萌生条件的表达形式也不尽相同,其原因源于骨架本构中固液两相之间相互作用的不同描述# 

应用得出的Terzaghi有效应力描述的应变局部化萌生条件, 可以理论解释多孔介质中固、液两相不

同相对运动出现的破坏方式,如管涌、滑坡和泥石流# 应用简单算例说明了应变局部化条件的具

体实施方法# 
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引   言

应变局部化是自然界饱和多孔介质材料常见的破坏形式之一, 这种破坏形式表现为地质

条件发生变化的山区,在雨水充分侵润时出现的山体滑坡和泥石流;河流两岸堤坝、公路铁路

堤岸在河水上涨时出现的管涌和溃坝; 强烈地震时引起地表破裂等# 这类破坏的初始破坏现

象表现为土骨架的应变会在一很窄的区域内快速集中发展,形成应变局部化带,带内的材料处

于局部失稳状态,强度和刚度严重退化# 随着外部作用的持续或加剧,应变局部化带沿滑移面

继续扩展,形成宏观破坏# 

渗流是饱和多孔介质内一个普遍现象[ 1]# 考虑渗流下的多孔介质材料应变局部化萌生条

件适用范围将有大的扩展,有可能理论解释固、液两相之间的相对运动的方式、程度对多孔介

质材料破坏形式的影响, 客观评定、预测自然界饱和多孔介质材料破坏# 

本文将在考虑渗流情况下的饱和多孔介质材料应变局部化萌生条件展开研究, 应用 Lia-

punov
[ 2]
稳定理论和饱和多孔介质的控制方程

[ 3~ 5]
讨论固相应力、有效应力描述的饱和多孔介

质材料应变局部化的萌生条件# 
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1  多孔介质材料的规则化[ 3]

设 P 是多孔介质内一个质点,考虑 P 点邻域内一个比单个空隙或单个固体颗粒大的体积

$U, $U内的孔隙体积为 $UU, 那么 P 点的孔隙比定义为

  f ( P) = lim
$U

i
y$U

b

$UU
i

$Ui - $UU
i

, ( 1)

式中, $Ub 称之为多孔介质的特征单元# 

实际上,多孔介质内的质点是一个小体积内许多分子的集合,质点的体积比颗粒的平均自

由程大得多,但和所考虑的范围又足够小# 假定 f ( P) 在多孔介质内是光滑变化的,则意味着

f 是点P 位置的连续函数,但它具有平均或统计性质# 应用这个定义,则可把特征单元内流体

流动和骨架受力变形的平均性质与这些性质的质点联系起来,构成多孔介质材料本构反应和

作用的确定性# 

2  多孔介质的控制平衡方程[ 3~ 5]

本文仅考虑多孔介质在温度恒定、孔隙液为纯水、没有溶解、传质现象情况下的小应变问

题# 孔隙率为 f ,固相密度为 Qs ,液相密度为 Ql# 

饱和两相多孔介质的质量连续方程

  (1 - f )
1
Qs
dQs
dt

+ v
s
n, n + f

1
Ql
dQl
dt

+ v
l
n, n = 0, ( 2)

式中, v
s
i、v

l
i 分别为固相、液相的位移速度# 

动力平衡方程

固相(土骨架部分)

  ÛRsnj, n - b( Ûv sj - Ûv lj ) - Ûb ( v sj - v
l
j ) = (1 - f ) Qs&v sj + (1- f ) ÛQsÛv sj - ÛfQsÛv sj , ( 3)

式中, ÛRsnj = D
ep
njklÛEskl ; ÛEskl = ( v

s
k , l + v

s
l , k) / 2, ÛRsnj 为固相应力率; ÛEskl为固相应变率; D

ep
njkl为固相

应力描述的固相弹塑性切线模量张量; b 为阻力系数; Ûb 为阻力系数的时间变化率# 

液相(孔隙液部分)

  ÛRlnj, n - b( Ûv lj - Ûv sj ) - Ûb ( v lj - v
s
j ) = fQl&v lj + fÛQlÛv lj + ÛfQlÛv lj , ( 4)

式中, ÛRlnj = - DnjÛp l
+ D

l
njklÛElkl ; ÛElkl = ( v

l
k , l + v

l
l , k) / 2, ÛRlnj 为液相应力率; ÛElkl为液相应变率; D

l
njkl

为粘性系数张量# 

物态方程

  - p
l
= K l

Ql
Ql 0

- 1 , -
R
s
nn

3
= K s

Qs
Qs 0

- 1 , ( 5)

式中, K s、K l分别为固相和液相的体积模量# 

流体运动阻力模型

  b =
LQl f

2

K
, ( 6)

式中, K 为液相在骨架内的渗透系数, L为液相的粘性系数# 

本文应用点接触多孔介质模型[ 6] , 讨论固相应力和有效应力描述的本构关系下的应变局

部化萌生条件# 总应力、Terzaghi有效应力、液相应力与固相应力之间的关系为

  Rsnj = Rnj - fRlnj , R
s
nj = Rcnj - (1- f ) Rlnj , ( 7)
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式中, Rnj 为总应力, Rsnj 为固体相应力, Rcnj 为 Terzaghi有效应力, Rlnj 为液相应力# 

3  固相应力描述的多孔介质应变局部化的萌生条件

应用 Liapunov稳定理论对非保守动力系统的、固相应力描述下的饱和多孔介质材料进行

稳定性探讨# 固相应力表示的固相部分动力方程,见式( 3)# 在固相处于某一弹塑性平衡状态

下的一个微小增量步内应用 Boit方程中隐藏的固相密度、液相密度和孔隙率不变的假定[ 5] ,式

( 3)简化为,

  ÛRsnj, n - b( Ûv sj - Ûv lj ) = ( 1- f ) Qs&v sj# ( 8)

假定多孔介质中的流体流动符合达西定律,液相部分的动力方程为

  - Ûp l
, j - b(Ûv lj - Ûv sj ) = fQl&v lj# ( 9)

应用固、液相的物态方程,质量连续方程为:

  - Ûp l
=
1 - f
f

Ql
Ql 0

Qs 0
Qs

K l

3K s
ÛRsnn-

1 - f
f

Ql
Ql 0

K lv
s
n, n -

Ql
Ql 0

K lv
l
n, n# ( 10)

分析过程中,假定固相密度、液相密度变化不大,即 Ql/ Ql 0 µ 1, Qs / Qs 0 µ 1# 上式进一步

简化为

  - Ûp l
=
1 - f
f

K l

3K s
ÛRsnn - 1- f

f
K lv

s
n, n - K lv

l
n, n# ( 11)

设 D
ep
njkl 具有Voigt对称性, 并对式( 8)、式( 9)进行整理, 饱和多孔介质的控制方程为

  ( D
ep
njklv

s
k, l ) , n-

Lf
2
Ql

K
(Ûv sj - Ûv lj ) = (1- f ) Qs&v sj , ( 12a)

  1- f
f

K l

3K s
ÛRsii - 1 - f

f
K lv

s
k , k - K lv

l
k , k

, j
-
Lf 2Ql
K

( Ûv lj - Ûv sj ) = fQl&v lj , ( 12b)

引入变量,

   1
w
s
j = v

s
j , 2

w
s
j = Ûv sj ; 1

w
l
j = v

l
j , 2

w
l
j = Ûv lj , ( 13)

把式( 12a)转化为一阶微分方程,

   1Ûw s
j = 2

w
s
j , ( 14a)

  D
ep
njkl 1

w
s
k, ln -

Lf
2
Ql

K
( 2
w
s
j - 2

w
l
j ) = (1 - f ) Q

2
s Ûw s

j , ( 14b)

定义微分算子,

  D̂
ep
jkv

s
k = D

ep
njkl

52

5xn5x l
v
s
k , ( 15)

  L 1( 1
w
s
j , 1

w
l
j ) =

    D̂
ep
jkDkm 1

w
s
m -

Lf 2Ql
K

 2
w
s
j - (1 - f ) Qs 2Ûw s

j ) +
Lf 2Ql
K

 2
w
l
j = 0, ( 16)

把式( 12b)转化为一阶微分方程,

   1Ûw l
j = 2

w
l
j , ( 17a)

  1- f
f

K l

3K s
D
ep
njkl 1

w
s
k, lnDkl -

1- f
f

K l 1
w
s
k, kj - K l 1

w
l
k , kj -

    
Lf 2Ql
K

( 2
w
l
j - 2

w
s
j ) = fQl 2Ûw l

j , ( 17b)

定义微分算子,
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  K̂ jkv
s
k = - K l Injkl Dkl

52

5x n5 xl
v
s
k ; �D

ep
jkv

s
k = D

ep
njklDkl

52

5xn5xl
v
s
k , ( 18)

  L 2( 1
w
s
j , 1

w
l
j ) =

(1- f )K l

3fK s
�D ep

jkDkm 1
w
s
m +

1- f
f

K̂ jm 1
w
s
m +

    
Lf 2Ql
K

 2
w
s
j + K̂ jm 1

w
l
m -

Lf 2Ql
K

 2
w
l
j - fQl 2Ûw l

j ) = 0, ( 19)

由于固相和液相是一整体,定义 L =
L1

L2
# 合并式( 16)、式( 19)后的整体动力方程为

  L [ 1Ûw s
j , 1Ûw l

j ] = 0, ( 20)

设方程( 20)的解为

  [ 1
�w
s
j , 1
�w
l
j ] exp( Kt ) , ( 21)

式( 21)代入式( 13) ,有

   2
w
s
j = K 1

w
s
j ; 2
�w
# s
j = K

2 1
�w
s
j ; 2
�w
l
j = K 1

�w
l
j ; 2
�w
# l
j = K

2 1
�w
l
j , ( 22)

式( 16)、式( 19)改写为矩阵形式

  
D
~

11 D
~

12

D
~

21 D
~

22

w
s
m

w
l
m

=
0

0
, ( 23)

其中:

  [ D
~

11] j, m = D̂
ep
jkDkm -

Lf 2Ql
K

KDjm - (1- f ) QsK
2Djm ;

  [ D
~

12] j, ( m+ 3) =
Lf 2Ql
K

KDjm ;

  [ D
~

21] ( j+ 3) , m =
1 - f
f

K l

3K s
�D ep

jk Dkm +
Lf

2
Ql

K
KDjm +

1- f
f

K̂ jm ;

  [ D
~

22] ( j+ 3) , ( m+ 3) = K̂ jkDkm -
Lf 2Ql
K

KDjm - fQlK
2
Djm# 

当波表述为 v
s
j = q

s
j exp( i( nmxm- ct) ) , v

l
j = q

l
j exp( i( nmxm - ct) ) 时,且当仅讨论多孔介质

的静力稳定性问题(应变局部化萌生)时,那么式( 23)简化为,

  
D
ep
jknmnmnk 0

1- f
f

K l

3K s
D
ep
jknm - K l Dkmnmnk - Ijk nmK lDkmnmnk

q
s
n

q
l
n

=
0

0
, ( 24)

式中, Ij knm是一四阶等同张量# 上式表明,考虑固相部分时, 固相部分与液相部分不耦合# 要

得到( 24)式 q
s
k 的非零解,有则仅有

  det[ D ep
jknmnmnk ] = 0, ( 25)

( 25)式为固相应力描述的饱和多孔介质应变局部化萌生条件# 

实际上,基于固相应力的弹塑性本构关系的研究成果很少,对广泛采用Terzaghi的有效应

力展开类似的讨论对工程应用是有意义的# 

4  有效应力描述的多孔介质应变局部化的萌生条件

把固相应力替化为有效应力的表达式( 7) ,重复上述固相应力描述的应变局部化条件推导

过程# 需要指出,本节对有效应力描述的多孔介质动力方程的描述, 用 C
ep
jikl 表示有效应力描
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述的切线模量张量# 控制方程为

  C
ep
njklv

s
k , l , n + -

(1- f )
2

f

K l

3K s
ÛRsnn + (1- f )

2

f
K lv

s
n, n + ( 1- f )K lv

l
n, n

, j
-

    
Lf 2Ql
K

(Ûv sj - Ûv lj ) = (1- f ) Qs&v sj , ( 26)

  1- f
f

K l

3K s
ÛRsii - 1 - f

f
K lv

s
n, n - K lv

l
n, n

, j
-
Lf 2Ql
K

(Ûv lj - Ûv sj ) = fQl&v lj , ( 27)

最后的结果为

  
D
~

11 D
~

12

D
~

21 D
~

22

v
s
m

v
l
m

=
0

0
, ( 28)

其中:

  [ D
~

11] j, m = Ĉ
ep
jkDkm -

(1- f )
2

f
K̂ jm +

K l

3K s
�C ep

jkDkm -
Lf 2Ql
K

KDjm - (1- f ) QsK
2Djm;

  [ D
~

12] j, ( m+ 3) = - (1 - f ) K̂ jkDkm +
Lf

2
Ql

K
KDjm ;

  [ D
~

21] ( j+ 3) , m =
Lf 2Ql
K

KDjm +
1 - f
f

K̂ jkDkm +
K l

3K s
�Cep

jkDkm ;

  [ D
~

22] ( j+ 3) , ( m+ 3) = K̂ jkDmk -
Lf 2Ql
K

KDjm - fQlK
2Djm# 

与上述固相应力描述的情况相同, 当仅讨论饱和多孔介质的应变局部化萌生时,所对应的

是材料静力稳定性问题, 那么式( 28)简化为,

C
ep
jknmnmnk +

(1 - f )
2

f
K lI jknm -

K l

3K s
C
ep
jknm Dkmnmnk (1 - f )K l I jknmDkmnmnk

1- f
f

K l

3K s
C
ep
jknm - K l I jknm Dkmnmnk - K l Ijk nmDkmnmnk

q
s
n

q
l
n

=
0

0
# 

( 29)

饱和多孔介质的应变局部化破坏的主体是土骨架部分# 应用固液两相位移之间的关系

q
l
j = Njkq

s
k , Njk为固、液两相位移速度的夹角转置# 式( 29)中的固相部分应变局部化萌生条件

为

  C
ep
jknm +

(1 - f )
2

f
K lI jknm -

K l

3K s
C
ep
jk nm Dkm Dnpnmnk +

    ( 1- f )K lI jknmNnpDkmnmnk # q
s
p = 0, ( 30)

要得到( 30)式中 q
s
p 的非零解,有则仅有

  det C
ep
jknm +

(1- f )
2

f
K l I jknm -

K l

3K s
C
ep
jknm Dkm Dnpnmnk +

    ( 1- f )K lI jknmNnpDkmnmnk = 0, ( 31)

式( 31)为有效应力描述的多孔介质应变局部化萌生条件# 

5  算   例

本节以平面应变问题的例子说明多孔介质中液相流动速度、方向对固相应变局部化的影

响# 首先介绍了单相介质内某一应力作用下应变局部化萌生条件;随后,在单相介质应变局部
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化条件的基础上,讨论了多孔介质中两种液相运动方式的固相应变局部化萌生条件# 

单相介质和有效应力描述的固相部分的初始弹性模量为 21 000 kg/ cm
2
、泊松比为 0. 3,孔

隙比为0. 4,水的压缩模量为 20 000 kg/ cm2# 弹塑性阶段采用 Drucker_Pruger相关联塑性模型,

屈服面函数为:

  J ( R, k ) = AI1 + J 2 - k , ( 32)

其中, A= 0. 13, k = 15 kg/ cm2, 塑性软化模量H = 500 kg/ cm2# 

单相介质

当单相介质体内某点应力值为:

  Rx , Ry , Rz , Rxy , Ryz , Rzx = 0. 083 4, - 26. 74, - 49. 77, 0, 0, - 0. 35

时,体内将出现应变局部化# 其声学张量行列式值随滑移面的法线与 z 轴的夹角Az 的变化曲

线见图1# 从图中可以看出, 当 Az = 34. 6b和Az = 145. 4b时,声学张量的行列式的值为 0# 本

文取滑移面的法线与 z 轴的夹角为 145. 4b来分析,沿界面滑移的方向与 z 轴的夹角为 235. 4b,
见图 2# 

图 1  声学张量的行列式的值随 Az 的变化(单相介质)     图 2 单相介质内应变局部化  

饱和多孔介质:相同方向

应用单相介质模型, 在相同的应力水平作用下,讨论固液两相运动方向相同时固相部分出

现应变局部化的萌生条件# 固、液两相运动方式与式( 31)中 Nij = 1 ( i = j ) 和 Nij = 0 ( i X j )

对应,声学张量的行列式的值随 Az 变化规律见图 3# 

 图 3 声学张量的行列式的值随 Az       图 4  声学张量的行列式的值随 Az

的变化(方向相同) 的变化(方向相反)

图 3是单相介质和固液运动同向时的固相部分声学张量行列式的变化# 可以看到, 固相

和液相运动方向相同时, 声学张量行列式的值均大于单相介质的对应值,说明这种工况固相部

分不易出现应变局部化# 试验现象也是如此,地表载荷下覆盖土层底部存在渗透性很大的土

层(存在排水边界)情况下,土层不会出现失稳现象# 

但也应看到,这种工况下的声学张量行列式最小值位于 Az = 0b和Az = 180b,随着 m 值的

增大, 固相部分的等效剪切模量逐渐减小和屈服面的逐渐收缩,会出现垂直于 z 轴的滑移面,

即管涌现象;当 Az = 90b时, 声学张量行列式的值也较小, 也可能随着骨架的剪切模量逐渐减

小和屈服面的逐渐收缩, 出现平行于 z 轴的滑移面,即整体滑坡现象# 
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饱和多孔介质:相反方向

与固相和液相运动方向相同工况讨论相同,液相边界条件作相应变化# 固、液两相运动方

式与式( 31)中 Nji = - 2 ( i = j ) 和 Nji = 0 ( i X j ) 对应# 

图4是单相介质和固液运动相反时的固相部分声学张量行列式值的变化# 可以看出,固

相和液相运动方向相反时,声学张量行列式的值均小于单相介质的对应值# 说明在这种工况

下,即使土骨架为硬化材料,固相部分在液相流动的作用下,也易出现应变局部化形式的失稳

破坏,且滑移面的法线与 x 轴的夹角也在变化# Az = 35. 61b和Az = 144. 39b# 

6  结   论

多孔介质的基体应变局部化破坏是一个复杂的物理力学过程# 本文的工作限定在土体为

点接触模型、分析过程中温度恒定、孔隙液为纯水、没有溶解传质的条件下,主要结论如下:

1) 导出了以固相应力表示的多孔介质基体的应变局部化条件# 它的形式与单相介质的

形式相同,表面上看起来非常便于应用,但是基于固相应力描述的本构模型非常有限# 

2) 导出了以有效应力表示的多孔介质基体的应变局部化条件# 尽管它的形式稍显复杂,

但基于有效应力的本构模型研究有深厚的基础, 应用它对多孔介质破坏现象的研究有很强的

优势# 

3) 应用有效应力表示的多孔介质基体的应变局部化条件,讨论了基体服从 Drucker_Pruger

模型、固液不同相互运动情况下的基体破坏形式, 诸如管涌、滑坡、泥石流# 

4) 点接触模型的多孔介质应变局部化条件是进一步研究点_面、面_面接触的多孔介质模

型破坏、预测地质灾害发生的基础# 
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Onset Condition of Strain Localization in

Matrix of Saturated Porous Media
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Abstract: Based on governing equations of saturated porous media and Liapunov. s stability here, on-

set conditions matrix of porous media used by solid stress and Terzaghi. s effective stress constitutive

description under seepage flow state, are presented, which have different forms with different repre-

sentation of the solid phase, matrix or skeleton, constitutive model of porous media. The main differ-

ence relates with how to describe the interaction between solid phase and liquid phase in constitutive

model. The derived onset condition of strain localization under Terzaghi. s effective stress description

can be used to interpret different failure types, piping effect, landslides and mudflows, by means of

the type and the magnitude ratio of relative movement between solid phase and liquid phase. Exam-

ples here illuminate the onset condition of how to work.

Key words: porous medium; solid stress; Terzaghi. s effective stress; constitutive model of matrix;

onset condition of strain localization
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