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摘要:  针对二维非线性对流扩散方程 ,构造了特征有限元两重网格算法# 该算法只需要在粗网

格上进行非线性迭代运算,而在所需要求解的细网格上进行一次线性运算即可# 对于非线性对流

占优扩散方程,不仅可以消除因对流占优项引起的数值振荡现象, 还可以加快收敛速度、提高计算

效率# 误差估计表明只要选取粗细网格步长满足一定的关系式, 就可以使两重网格解与有限元解

保持同样的计算精度# 算例显示:两重网格算法比特征有限元算法的收敛速度明显加快# 

关  键  词:  对流扩散方程;  特征有限元;  两重网格算法;  收敛性

中图分类号:  O241. 82    文献标识码:  A

引   言

对流扩散方程描述了水污染、地下水渗流、热传导等诸多现象# 本文讨论二维非线性对流

扩散问题

  c( x, t )
5 u
5 t + b#¨u - #̈( a( x, t ) ü) = f ( u) ,   ( x , t ) I 8 @ J , ( 1a)

  u( x, t ) = 0,   ( x , t ) I 5 8 @ J , ( 1b)

  u( x, 0) = u0( x) ,   x I 8, ( lc)

其中 8 是R
2中的有界区域, J = [ 0, T ] , x = ( x 1, x 2)

T
, b( x, t ) = ( b1( x, t ) , b2( x , t ) )

T
, f ( u )

= f ( u, x, t )# 对于( x , t ) I 8 @ J ,假设系数 a、b、c 及f 满足以下条件:

  ( a)  0 < a* [ a( x , t ) [ a
*
, 0 < c* [ c( x, t ) [ c

*
,

    | b( x, t ) | = b
2
1+ b

2
2 [ b

*
< ] ;

  ( b)  b
c

+
5
5xi

(
b
c
) [ C1,   i = 1, 2;

  ( c)  
5f
5xi +

5f
5 u +

52
f

5 u2 [ C2,   i = 1, 2;
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其中 a* 、a
* 、c* 、c

* 、C1、C2均为正常数# 假设问题( 1)的解满足光滑性要求

  ( d)  u I L
]
(0, T ; H r+ 1

) H H
1
(0, T ; H r+ 1

) H H
2
(0, T ; H1

) ;

  ( e)  5 u
5 t I L

2
(0, T ;H

r+ 1
) ;

  ( f)  52u
5 t2

I L
2
(0, T ; L 2

( 8) ) ;

这里 r \ 1# W
m, p

( 8 ) 表示 8 上的 Sobolev空间,且有

  W
m, 2

( 8 ) = H
m
( 8) , +v +H m( 8) = +v +m , +v +L 2( 8 ) = +v +# 

本文利用由 Douglas[ 1]及 Russell[ 2]提出的特征有限元方法求解 u ,为了提高非线性问题的

计算效率, 采用了两重网格算法# 两重网格算法首先由 Xu[ 3, 4]提出,类似于牛顿迭代法, 求出

非线性问题在粗网格上的解以后, 再利用 Taylor 展式将粗网格上的解外推到细网格上去# 由

于该方法在计算非线性问题上的高效性,已有人将此方法用于非线性反应扩散方程
[ 5, 6]
和 N_S

方程[ 7]的计算上,使计算效率得到了明显的提高# 

1  特征有限元的两重网格算法

1. 1  特征有限元算法
对问题( 1)进行特征有限元离散# 令

  W( x, t ) = [ c( x, t )
2
+ | b( x, t ) |

2
]
1/ 2
, ( 2)

记与算子 cut + b# ü 相伴的特征方向为 S= S( x, t ) , 其中

  5
5S =

c( x, t )
W( x, t )

5
5 t +

b( x, t )
W( x, t )

# ,̈ ( 3)

则方程( 1)可以转化为特征形式

  
W( x, t )

5u
5S- #̈( a( x) ¨u) = f ( u) ,   ( x , t ) I 8 @ J ,

u( x , t ) = 0,     ( x, t ) I 5 8 @ J ,

u( x , 0) = u0( x) ,   x I 8,

( 4)

令 V = H
1
0( 8 ) ,并定义内积( u, v) = Q8

u ( x) v( x)dx , v , w I V, 可以得到与( 4)等价的变分

形式:

  W
5 u
5S, v + ( a¨u, v̈) = ( f ( u ) , v ) ,   v I V, ( 5a)

  ( u(0) , v ) = ( u0, v) ,   v I V# ( 5b)

考虑( 5)以 $t为时间步长, 在 t
n
= n$t处的近似解, n = 0, 1, ,, N ; $t = T / N# 特征导

数通过以下方式来离散: 令 x = x - [ b( x, t ) ] / [ c( x, t ) ] $t ,在 t = t
n 处

  W5 u5S

n

U W( x , tn) u ( x, t
n
) - u( x, t

n- 1
)

( | x - x |
2
+ ( $tn ) 2) 1/ 2

= c( x, t
n
)
u( x, t

n
) - u( x, t

n- 1
)

$t
,

( 6)

x 是经过第n 时间层x 处的特征线与第n - 1时间层的交点# 

对区域 8进行拟一致三角形或矩形剖分,记为$h ,并称其为细网格,剖分单元的最大直径

为 h , Vh 是定义在 $h 上的有限元空间# 于是问题( 1)的特征有限元解定义如下:

对于 n = 0, 1, ,, N, 求解 u
n
h I Vh 使得

  c
n u

n
h - �u

n- 1
h

$t
, v + ( a

n
ü
n
h, v̈ ) = (f ( u

n
h ) , v ) ,   v I Vh, ( 7a)
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  ( u
0
h - u0, v ) = 0,   v I Vh , ( 7b)

其中

  u
n
h = uh( t

n
) , �un- 1

h ( x) = uh ( x, t
n- 1

) = uh x -
b( x, t

n
)

c( x, t
n
)
$t , tn- 1

, ( 8)

初始条件的近似值 u
0
h可以同通过 u0在 Vh 中的插值给出# 易知(7) 的解 u

n
h 由 u0唯一确定# 

非线性系统( 7)一般采用Newton迭代法求解, 在每一个时间层上都需要进行若干次迭代

运算# 下面介绍的两重网格算法, 只需要在粗网格上进行非线性运算,而在需要求解的细网格

上只进行线性运算# 

1. 2  特征有限元两重网格算法
首先,只在粗网格 $H 上进行非线性迭代,求出有限元解 u

n
H , 其中 $H < $h, H > h,相应的

有限元空间为 VH# 其次,利用粗网格 $H 上的收敛解u
n
H 及Taylor展式在细网格 $h上将非线性

问题线性化# 具体计算步骤如下:

第1步:在粗网格 $H 上求下面非线性系统的解u
n
H I VH :

  c
n u

n
H - �u

n- 1
H

$t
, v + ( a

n
ü
n
H , v̈ ) = (f ( u

n
H ) , v) ,   Pv I VH , ( 9a)

  ( u
0
H - u0, v ) = 0,   Pv I VH# ( 9b)

第2步:利用粗网格上的解 u
n
H ,在细网格 $h 上求下面线性系统的解 û

n
h I Vh:

  c
n û

n
h - û

n- 1
h

$t
, v + ( a

n
^̈u
n
h, v̈ ) =

    ( f ( u
n
H ) + f c( unH ) ( ûnh- u

n
H ) , v) ,   Pv I Vh , ( 10a)

  ( û
0
h - u0, v ) = 0,   Pv I Vh# ( 10b)

通过以上第 1步和第 2步的计算, 可以求得特征有限元解 u
n
h 的近似解 û

n
h# 

2  收敛性分析

由有限元的逼近性质可知,对于有限元空间 Vh 及v I H
s 有:

  inf
v
h

I V
h

( +v - vh + + h +v - vh +1+ h ( +v - vh + ] + h +v - vh +1, ] ) ) [

    Ch
s +v +s ,   2 [ s [ r + 1, ( 11)

  +vh + ] [ Ch
- 1 +vh +, +vh +1, ] [ Ch

- 1+vh +1,   vh I Vh, ( 12)

作精确解的投影 wh: [ 0, T ] y Vh, 满足

  ( a (̈ u - wh ) , v̈ ) = 0,   Pv I Vh , ( 13)

令 G= u - wh , N= uh- wh ,则有 u - uh = G- N# 这时由标准有限元的误差估计,对于 p =

2、] 及 2 [ s [ r + 1成立[ 8] :

  + G+L
p
(0, T; L

2
( 8) ) + h + G+L

p
( 0, T ; H

1
( 8) ) [ Ch

s +u +L
p
(0, T ; H

s
( 8 )) , ( 14)

  5G
5 t L

p
(0, T ; L

2
( 8 ))

+ h
5G
5 t L

p
(0, T ; H

1
( 8 ))

[

    Ch
s + u +L

p
( 0, T ; H

s
) +

5 u
5 t L

p
(0, T ; H

s
( 8) )

# ( 15)

2. 1  特征有限元的误差估计
在对特征有限元两重网格解进行误差估计之前, 需要先对特征有限元解进行误差估计, 其

H
1模误差及 L

2模误差分别由定理 2. 1和定理2.2给出# 定理证明中不同处的 C 不完全相同# 
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定理 2. 1  设 u及uh分别表示(5) 与(7) 的解,如果条件( a - f ) 成立,则对于充分小的 $t

及 r \ 2, 有

  max
1 [ n [ N

+u
n
- u

n
h +1 [ C $t + 52u

5S2
+L

2
(0, T ; L

2
( 8) ) + h

r +u +L
]
(0, T ; H

r+ 1
( 8 )) +

     5 u
5 t H

1
( 0, T ; H

r+ 1
( 8 ))

[ C ($t + h
r
)# ( 16)

证明  在( 5a)中,令 t = t
n
, 并与( 7a)相减得到

  c
n Nn - Nn- 1

$t , v + ( a
n

N̈
n
, v̈ ) =

    Wn 5 u
n

5S - c
n u

n
- �u

n- 1

$t
, v + c

n G
n
- �G

n- 1

$t
, v -

    c
n N

n- 1
- N

n- 1

$t
, v + (f ( u

n
) - f ( u

n
h ) , v) , ( 17)

其中 �G
n- 1

= �u
n- 1

- �w
n- 1
h ,�N

n- 1
= �u

n- 1
h - �w

n- 1
h ,令 dt N

n
= ( N

n
- N

n- 1
) / $t ,并取 v = N

n
- N

n- 1
=

d t N
n$t , 得到:

  ( c
nd tN

n
, d t N

n
) $t + ( a

n¨Nn, N̈n - N̈n- 1
) =

    Wn
5 un

5S - c
n u

n
- �un- 1

$t
, d t N

n $t + c
n G

n
- Gn- 1

$t
, d tN

n $t +

    c
n G

n- 1
- �Gn- 1

$t
, d t N

n $t + c
n N

n- 1
- Nn- 1

$t
, d tN

n $t +

    ( f ( u
n
) - f ( u

n
h ) , d tN

n
) $t S

    T 1+ T 2+ T 3+ T 4+ T 5, ( 18)

下面逐一估计 T i , i = 1, 2, ,, 5# 利用 Russell
[ 2]
的结果可以估计出 T 1、T 2、T 3、T 4:

  T 1 [ C + 52u
5S2

+2
L
2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
) ( $t )

2
+ E+d tN

n +2$t , ( 19)

  T 2 [ C + 5G
5 t +2

L
2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
) + E+dt N

n +2$t , ( 20)

  T 3 [ C +¨Gn- 1+2$t + E+d t N
n +2$t , ( 21)

  T 4 [ C +¨Nn- 1 +2
$t + E+dt N

n +2
$t , ( 22)

下面估计 T 5# 对于任一点 x I 8 ,由Taylor 定理可知存在某个 �un ( x) 使得

  ( f ( u
n
) - f ( u

n
h) , dt N

n
)$t = ( f c( un ) ( un - u

n
h) , d tN

n
) $t =

   ( f c( �un) Gn , d tNn) $t - ( f c( �un) Nn, d t Nn) $t ,

于是,由条件( c)可以得到:

  | T 5 | [ C( + Gn +2
+ +Nn +2

)$t + E+dt N+2$t , ( 23)

将( 19) ~ ( 23)代入( 18)得到:

  ( c
nd tN

n
, d t N

n
) $t + ( a

n¨Nn, N̈n - N̈n- 1
) [

    C
52u
5S2

2

L2( tn- 1, tn; L2( 8) )
($t ) 2+

5 G
5 t L

2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
( 8) )

+ ( + Gn +2
+

    +¨Gn- 1 +2
) $t + ( +Nn +2

+ + N̈n- 1 +2
) $t + 5E+d tN+2$t , ( 24)

由 a( a - b ) \ ( a
2
- b

2
) / 2得到( a

n N̈n, ¨Nn - ¨Nn- 1
) \ ( a* / 2) [ ( ¨Nn , N̈n) - ( N̈n- 1

,

N̈n- 1
) ] ,将(24) 由 n = 1加到 l (1 [ l [ N ) , 注意到 N0= 0,且由条件( a) 知( c

nd tN
n
, dtN

n
) \

c* +d t N
n +2

, 结合( N̈n, ¨Nn) \ + N̈n +2 得到
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 c* 6
l

n = 1

+d tN
n +2$t +

a*

2
+¨Nl +2 [ C 6

l

n= 1

52u
5S2

2

L
2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
)
( $t ) 2+

    6
l

n= 1

5G
5 t

2

L
2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
)
+ 6

l

n= 1
( +¨Gn- 1 +2

+ + G
n +) $t +

    6
l

n= 1

( + N̈n- 1+2
+ +Nn +2

)$t + 5E6
l

n= 1

+d t N
n +2$t [

    C
52u
5S2

2

L
2
(0, T; L

2
)
( $t ) 2+

5G
5t

2

L2(0, T ; L2)
+

    6
l

n= 1
+ Gn +2

1$t + 6
l

n= 1
+Nn +2

1$t + 5E6
l

n= 1
+dt N

n +2$t ,

即

  c* 6
l

n= 1

+d t N
n +2

+
a
*

2
+¨Nl +2 [ C 6

l

n = 1

+Nn +2
1$t + C +G+2

L
]
( 0, T ; H

1
) +

    6
l

n= 1

52
u

5S2
2

L
2
( t

n- 1
, t

n
, L

2
)
( $t ) 2+ 6

l

n= 1

5G
5t

2

L
2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
)
+ 5E6

l

n= 1
+d tN

n +2$t , ( 25)

为了将( 25)左端的 L
2
范数换成H

1
范数,将下式

  +Nn +2
- +Nn- 1 +2

= ( Nn + Nn- 1
, Nn - Nn- 1

) =

    ( Nn - Nn- 1
, Nn - Nn- 1

) + 2( Nn- 1
, Nn- Nn- 1) =

    +d tN
n +2

( $t ) 2+ 2( Nn- 1
, d tN

n
) $t ,

两边由 n = 1加到 l , 并且由充分小的 $t 得

  +Nl +2 [ $t 6
l

n= 1

+d tN
n +2$t + C 6

l

n= 1

+Nn- 1 +2$t + E6
l

n= 1

+d tN
n +2$t [

    C 6
l

n= 1
+Nn- 1 +2

1$t + E6
l

n= 1
+d tN

n +2$t , ( 26)

将( 26)左右两端分别与( 25)两端相加并选取适当的 E, 得到

  +Nl +2
1 [ C 6

l

n= 1

+Nn +2
1$t + C + G+2

L
]
(0, T ; H

1
) +

    6
l

n= 1

52
u

5S2
2

L
2
( n

n- 1
, t

n
; L

2
)
($t ) 2+ 6

l

n= 1

5G
5 t

2

L
2
( t

n- 1
, t

n
; L

2
)
, ( 27)

由离散Gronwall不等式得到

  +N
l +1 [ C $t

52
u

5S2 L
2
( 0, T ; L

2
( 8) )

+
5G
5t L

2
(0, T; L

2
)
+ + G+L

]
(0, T ; H

1
) , ( 28)

再由 u
n
- u

n
h = G

n
- N

n
及( 11)、( 14)、( 15)得到( 16)# 定理得证# 

关于 u - uh 在L
2
( 8) 中的最优估计可通过类似的方法给出:

定理 2. 2  设 u及uh分别表示(5) 与(7) 的解,如果条件( a - f ) 成立,则对于充分小的 $t

及 r \ 1, 有

  max
1 [ n [ N

+u
n
- u

n
h + [ C( $t + h

r+ 1
)# ( 29)

2. 2  两重网格解的误差估计

定理 2. 3  设 u、ûh 分别表示(5) 与(10) 的解,如果条件( a - f ) 成立,则对于充分小的 $t

及 r \ 2有

  max
1 [ n [ N

+u
n
- û

n
h +1 [ C $t + h

r
+ H

2r- 1 # ( 30)
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证明  令 Gn = u
n
- w

n
h , N̂

n
= û

n
h - w

n
h, 由( 5a)减去( 10a) , 并取 v = dt N̂

n$t 得到

  c
n
dt N̂

n
, d t N̂

n
+ ( a

n ¨̂Nn, ^̈Nn - ¨̂Nn- 1
) =

    W
n 5 un

5S - c
n u

n
- �u

n- 1

$t , d t N̂
n
$t + c

n G
n
- G

n- 1

$t , d t N̂
n
$t +

    c
n G

n- 1
- �G

n- 1

$t
, d t N̂

n $t - c
n N̂

n- 1
- N̂

n- 1

$t
, d t N̂

n $t +

    ( f ( u
n
) - f ( u

n
H ) + f c( unH ) ( ûnh- u

n
H ) ) , dt N̂

n
)$t S

    T 1+ T 2+ T 3+ T
c
4 + T

c
5 ,

关于 T
c
5 的估计,先求 f 在u

n
H 处的Taylor 展式,存在某个 u, 使得

  f ( u
n
) = f ( u

n
H ) + f c( unH ) ( ûnh - u

n
H ) + (1/ 2)f d(�u ) ( ûnh - u

n
H )

2
,

则

  f ( u
n
) - [ f ( u

n
H ) + f c( unH ) ( ûnh - u

n
H ) ] = f ( u

n
H ) + f c( unH ) ( un- u

n
H ) +

    ( 1/ 2)f d(�u) ( un - u
n
H )

2
- [ f ( u

n
H ) + f c( unH ) ( ûnh - u

n
H ) ] =

    f c( unH ) ( un - û
n
h) + (1/ 2)f d(�u) ( un - u

n
H )

2
=

    f c( unH ) Gn- f c( unH ) N̂n+ (1/ 2) f d(�u ) ( un- u
n
H )

2
,

于是

  ( f ( u
n
) - [ (f ( u

n
H ) + f c( unH ) ( ûnh - u

n
H ) ] , dt N̂) =

    ( f c( unH ) Gn, d t N̂n ) - ( f c( unH ) N̂n, d t N̂n ) + (1/ 2) ( f d(�u ) ( un- u
n
H )

2
, dt N̂

n
) , ( 31)

由条件( c)有

  | T
c
5 | [ C2 + Gn +2$t + C2 +N̂n +2$t +

    ( C2/ 2) +( u
n
- u

n
H )

2 +2$t + E+d t N̂
n +2$t ,

关于 T 1、T 2、T 3、T
c
4 的估计同定理 2. 1, 结合 T

c
5 的估计可以得到

  c* 6
l

n= 1
+d t N

n +2$t +
a*

2
+ N̈l +2 [ C 6

l

n= 1

52
u

5S2
2

L2( tn- 1, tn; L2)
($t ) 2 +

    6
l

n= 1

5G
5 t

2

L2( tn- 1, tn; L2)
+ 6

l

n= 1
( +¨Gn- 1 +2

+ + G
n +2

) $t +

    6
l

n= 1

+ ¨̂Nn- 1+2
+ + N̂n +2 $t + 6

l

n= 1

+( u
n
- u

n
H )

2 +2$t + 5E6
l

n= 1

+dt N
n +2$t ,

( 32)

类似于( 24) ~ ( 27)的推理得到

  +N̂l +1 [ C $t
52
u

5S2 L
2
( 0, T ; L

2
( 8) )

+
5G
5t L

2
(0, T; L

2
)
+

    + G+L
]
(0, T ; H

1
) + +( u

n
- u

n
H )

2 +1 , ( 33)

在( 16)中取 h = H ,给出粗网格上解的误差估计,再由 u
n
- û

n
h = Gn - N̂n 及( 11)、( 12)、( 14)、

( 15) ,容易得到细网格上的误差估计( 30)# 定理完毕# 

关于 u
n
- û

n
h 在L

2 中的最优估计可以同样给出:

定理 2. 4  设 u、̂uh 分别表示(5) 与(7) 的解,如果条件( a - f ) 成立, 则对于充分小的 $t

及r \ 1, 有

  max
1 [ n [ N

+u
n
- û

n
h + [ C( $t + h

r+ 1
+ H

2r+ 1
)# ( 34)

定理 2. 1与定理2. 3指出,当我们用特征有限元求解细网格 $h 上的数值解时, 采用两重
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网格算法,首先在粗网格 $H 上进行非线性迭代运算,然后在细网格上进行一次线性运算,当粗

细网格的步长满足关系式 h
r
= O(H

2r- 1
) 时,得到的两重网格近似解 ûh 与细网格上非线性迭

代解 uh 的精度一致# 定理 2. 2与定理 2. 4指出, 当 h
r+ 1

= O(H
2r+ 1

) 时,具有同样的结论# 

3  数 值试 验

为了说明两重网格算法的有效性和加速收敛性,给出如下对流占优的非线性扩散问题:

  

5 u
5 t + b( x )# ü - #̈( a( x) ü ) = g ( x, t ) ,

  x I 8 = [ 0, 1] 2,   t I (0, T ] ,

u( x , t ) = 0,   x I 5 8 , t I (0, T ]

u( x , 0) = 0,   x I 8,

( 35)

其中 x = ( x 1, x 2) , b( x) = (1, 1) , a( x) = 0. 001, g( x, t ) = - u
2
+ G( x , t ) , G( x, t ) 由方程

的精确解 u( x, t ) = tx 1x 2(1 - x 1) (1- x 2) e
x
1
+ x

2 确定# 

对于区间 8 做边长为h = 2
- 3
的矩形剖分,时间步长取 $t = 1. 25 @ 10

- 4
,并从 t = 0计算

到时刻 t = 0. 25# 采用本文构造的两重网格算法,选取 r = 1,则由H = h
2/ 3

= 2- 2得到粗网

格 $H (图1) , 利用非线性迭代格式(9) 求出其上的特征有限元解 uH 后, 再将粗网格划分为以 h

= 2- 3为步长的细网格 $h (图 2) ,并利用(10) 进行一次线性运算求出 $h 上的两重网格解ûh# 

图 1 以 H = 2- 2 为步长的粗网格 $H    图 2 将粗网格细化为以 h = 2- 3 为

步长的细网格 $ h  

为比较两重网格算法的计算精度, 再在细网格 $h 上直接采用特征有限元非线性迭代法求

出 uh# 表 1给出两重格解 ûh 的L
2误差及 CPU时间, 这里的空间网格剖分步长 h 满足H =

h
2/ 3# 表 2给出只在细网格 $h 上进行非线性近代运算解uh 的L

2误差及 CPU时间# 

 表 1  两重网格解 ûh 的L
2误差与计算时间

h H
+ ûh - u+

+ u +
CUP 时间

2- 3 2- 2 3. 164 0@ 10- 4 30d

  表 2 非线性迭代解 uh 的L
2 误差与计算时间

h
+uh - u +

+u +
CUP时间

2- 3 3. 108 5@ 10- 4 129d

  从表1及表2的CPU时间可以看出,两重网格算法使得计算时间缩短数倍,计算效率提高

显著# 
对于对流占优扩散方程, 特征有限元算法可以有效的消除数值震荡现象, 但对非线性问

题,需要采用比较耗时的非线性迭代运算,两重网格算法的引入, 则只需要在粗网格上进行非

线性迭代, 在所需要求解的细网格上进行的只是线性运算,这样就可以节约大量的计算时间,

使计算效率得到明显的提高# 
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Two_Grid Method for Characteristics Finite_Element

Solution of 2D Nonlinear Convection_Dominated

Diffusion Problem

QIN Xin_qiang1, 2,  MA Yi_chen1,  ZHANG Yin2

( 1. School of Scien ces , Xi. an J iaotong Univ er sity ,

Xi . an 710049, P . R . Chin a

2. School of Sciences , Xi. an Un iver sity of Technology ,

Xi. an 710048, P . R . China )

Abstract: For two dimension nonlinear convection diffusion equation, a two_grid method of charac-

teristics finite_element solution was constructed. In this method the nonlinear iterations is only to exe-

cute on the coarse grid and the fine_grid solution can be obtained in a single linear step. For the non-

linear convection_dominated diffusion equation, this method can not only stabilize the numerical osci-l

lation but also accelerate the convergence and improve the computational efficiency. The error analy-

sis demonstrates if the mesh sizes between coarse_grid and fine_grid satisfy the certain relationship the

two_grid solution and the characteristics finite_element solution have the same order of accuracy. The

numerical example confirms that the two_grid method is more efficient than that of characteristics f-i

nite_element method.

Key words: convection_diffusion equation; characteristics finite_element; two_grid method; conver-

gence
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