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摘要:  第二类变型 Bessel函数K n( z ) 在自变量趋于无穷时就是指数变小的, 使用多项式逼近的方

法求解往往误差很大# 采用指数变换和 J. P. Boyd 的有理 Chebyshev多项式计算第二类变型 Bessel

函数,得到了令人满意的在较大范围内有效的解# 
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1  引言及问题提出

在实际的工程问题中,我们经常使用多项式逼近来求解, 但是遇到一类问题,即当自变量

很大时问题的解是指数变小时, 使用多项式逼近的方法求解往往误差很大# 第二类变型

Bessel函数 Kn( z ) 在自变量趋于无穷时就是指数变小的, 利用一般的 Chebyshev 多项式逼近

时,在自变量很大情况下解的误差很大# 

第二类变型 Bessel函数Kn( z ) 是方程
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的一个特解# z = 0是零阶第二类变型 Bessel函数K0( z ) 的奇点; 另一方面,当 z y+ ] 时有
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# ( 2)

图1显示的是K0( z ) 与 z 的关系,由图1可见随着 z 的增大, K0( z ) 趋向无穷小# 

  为了计算第二类变型 Bessel函数 Kn( z ) , 许多研究者发展了各种方法(如 D. E.Amos [ 1] , J .

B. Campbell[ 2] , W. Gautschi和 J. Slavik[ 3] ,M. K. Kerimov和 S.L. Skorokhodov[ 4] , J. Segura, P. Fernan-

dez de Cordoba和 Yu.L .Ratis[ 5] , 及 I. J. Thompson和 A. R. Barnett[ 6] ) , 目前计算变型 Bessel函数

一般都使用D. E.Amos[ 1]的算法# 

T. Yoshida和 I. Ninomiya[ 7]使用Tau 方法计算了复变量的第二类变型 Bessel函数 Kn( z )# 

Y. L. Luke[ 8]使用移位 Chebyshev多项式作为展开的基函数计算了复变量的第二类变型 Bessel

函数 KM( z )# J. P. Boyd
[ 9]
以有理 Chebyshev多项式作为展开的基函数使用伪谱方法计算了复
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变量的第二类变型 Bessel函数 K1( z )# 

图 1  零阶第二类变型 Bessel函数 K0( z ) 与

z 的关系[1] ( 1 [ z [ + inf )

本文利用 Chebyshev 谱方法来计算 K0( kz ) ,并

特别关注当 z 很大时利用 Chebyshev 谱方法求解

的效果# 在第二节中,我们使用有理 Chebyshev 多

项式方法求解这一问题, 发现当 z 很大时, 其计算

结果与D. E.Amos
[ 1]
的计算结果相差很大# 在第

三节中, 我们采用 Y. L. Luke[ 8]的方法求解, 发现

在某些情况下效果仍然不佳# 在第四节中, 我们

引入一种指数变换,发现指数变换系数 c = k 时

计算的精度最高,其结果和D. E.Amos
[ 1]
的计算结

果几乎难以区别# 

2  有理 Chebyshev多项式方法

考虑边值问题

  d
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u = 0, ( 3)

其中 z I [ 1, ] ) , k 在实际的物理问题中一般代表波数# 边界条件

  u( z ) = K0(1) , z = 1, ( 4)

该方程的通解为 u ( z ) = K0( kz )# 

  采用 J. P. Boyd
[ 8]
的有理 Chebyshev 多项式有:

  z = 1+ L cot2( t / 2) , ( 5)
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图 2 采用有理 Chebyshev多项式

方法计算 K0( kz )

其中 L 为映射参数# 将方程( 5) ~ ( 7)代入方程

( 3)并使用伪谱方法求解方程, 其计算结果与 D.

E.Amos[ 1]的计算结果的比较如图 2所示# 

  图中的实线表示 D. E.Amos[ 1]的计算结果,而

虚线表示有理 Chebyshev 多项式方法的计算结果

(展开项数为 N = 40,映射参数为 L = 1 )# 由图

2可见当 z 很大时, 其计算结果与 D. E. Amos[ 1]的

计算结果相差很大# J. P. Boyd[ 9]指出使用多项式

逼近一个在端点奇异的函数时随着展开项数的增

加多项式逼近的收敛速度不会快过代数收敛# 

3  Luke的方法

根据 Y. L.Luke
[ 8]
的方法, 引进新的变量
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  图 3  Luke 的计算结果

  w ( z ) =
2z
P
exp( z ) # u( z ) , ( 8)

并设 n = 0, 于是方程( 1)和相应的边界条件变化

为

  4z 2
d2w

dz2
- 8z 2

dw
dz

+ w = 0, ( 9)

  w ( z ) =
2
P
exp(1) #K0(1) , z = 1# 

( 10)

再使用变换 N= 1/ z ,最后使用移位 Chebyshev 多

项式 T
*
( N) = T (2N- 1) 作为展开的基函数计

算,结果如图 3所示# 

由图 3可见, Luke的结果和Amos的结果吻合得很好# 但是使用变换( 8)求解方程( 3)时由

于方程在 z y ] 时存在奇点而给计算带来了很大困难# 

4  指数变换

根据零阶第二类变型 Bessel函数 K0( z ) 在无穷远处的渐近性质,引进新的变量

  w ( z ) = exp( cz ) # u( z ) , ( 11)

其中 c 为指数变换系数,于是

  du
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= exp(- cz )
dw
dz

- cw , ( 12)

  d2u
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2 = exp(- cz ) c

2
w - 2c

dw
dz

+
d2w

dz 2
# ( 13)

将方程( 11) ~ ( 13)代入方程( 3)和相应的边界条件有

  z
d
2
w

dz 2
+ (1- 2cz ) dw

dz
+ (- c + c

2
z - k

2
z ) w = 0# ( 14)

  w ( z ) = exp( c) #K0(1) , z = 1# ( 15)

 图 4 指数变换方法和 D. E. Amos[ 1]

的计算结果

最后使用谱方法求解方程( 14)和( 15)# 在图 4中

对指数变换方法和 D. E. Amos[ 1]的计算结果作了

比较, 图 4中虚线表示 D. E. Amos
[ 1]
的计算结果,

而实线是使用指数变换方法的计算值# 然后我们

计算了 k I [ 1, 100] 的情况图5显示的是当 k = 1

时采用指数变换后的计算结果# 在图6中显示的

是当 k = 100时采用指数变换后的计算结果# 

由图 4可见,当自变量大时使用指数变换方

法仍然保证较高的计算精度,而此时如图 2所示

有理Chebyshev 方法已经完全失去精度了# 由图5

和图 6可见当 c < k 时随着 c 的增大计算曲线逐

步接近D. E.Amos[ 1]的计算结果, 直到 c = k 时计算的精度最高,从图 5、图 6中已经难于与 D.

E. Amos[ 1]的计算结果区分开了,而当 c > k 时计算的结果则是振荡的# 因此我们可以认为 c

= k 是一个临界的情况,在 c < k 和 c > k 时谱方法逼近呈现了完全不同的特性,因此实际数
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( a)  c > k                ( b)  c [ k

图 5 采用指数变换后的计算结果( k = 1, N = 40, L = 1, 1 [ z [ + inf )

( a)  c > k                ( b)  c [ k

图 6 采用指数变换后的计算结果( k = 100, N = 40, L = 1 )

值计算时计算结果所呈现的不同特性可以帮助我们很快的找到计算精度最高的解# 

当自变量较小时,使用指数变换对 Chebyshev多项式逼近影响不大;但是当自变量很大时,

由于函数是指数衰减的, 使用指数变换和函数的无穷远处的性质相吻合,从而有效的逼近了第

二类变型 Bessel函数# 

5  结   论

使用 J. P. Boyd[ 9]的有理 Chebyshev 多项式计算零阶第二类变型 Bessel函数K0( z ) , 当自变

量较小时可以达到较高的精度,但是随着自变量增大计算精度降低# 为了克服这一问题,我们

采用指数变换和函数的无穷远处的性质相吻合,从而在自变量很大时得到较高的计算精度,同

时当自变量很小时仍然有很好的精度# 
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Chebyshev Approximation of the Second Kind of

Modified Bessel Function of Order Zero

ZHANG Jing,  ZHOU Zhe_wei
( Shangha i In stitut e of Applied Mathem atics and Mechanics ,

Shanghai Univ er sity , Shan gha i 200072, P . R . China )

Abstract: The second kind of modified Bessel function of order zero is the solutions of many prob-

lems in engineering. Modified Bessel equation is transformed by exponential transformation and ex-

panded by J. P. Boyd. s rational Chebyshev basis.

Key words: second kind of modified Bessel function of order zero; exponential transformation; ratio-

nal Chebyshev basis
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