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摘要:  采用双互易边界元法对开孔无限大薄板弹性波的散射与动应力集中问题进行理论分析和数

值计算# 基于功的互等定理, 采用静力基本解建立了薄板弯曲波动问题的双互易边界积分方程# 

作为数值算例,计算了圆孔附近的动应力集中系数,通过与已有结果进行比较,表明该方法简单有

效并能够保证计算精度# 
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引   言

薄板是工程中广泛应用的结构构件,为了满足各种不同的需要, 不可避免地要在板上开各

种各样的孔洞, 由此导致了结构的几何不连续性# 承受荷载作用时, 在开孔附近将产生应力集

中现象,因此会极大地降低结构的承载能力, 减少使用寿命# 所以,在近代力学研究中,许多学

者从事这方面的理论分析、数值计算及实验研究[ 1~ 3]# 

20世纪 60年代, Pao[ 2]首次研究了薄板开圆孔弯曲波的散射和动应力集中问题,给出了分

析解和数值算例# 1982年刘殿魁等人
[ 3]
提出了求解二维弹性波散射的复变函数法, 此法是弹

性静力学复变函数法的推广# 随着弹性波理论的广泛应用,人们相继发展了波函数展开法、积

分变换法、积分方程法、复变函数法等# 

由于弯曲波的散射在薄板开孔附近引起的动应力集中问题的复杂性, 很难得到满意的解

析解, 因此各种数值解法得到了广泛的应用# 边界元法作为重要的数值方法, 近 20年来得到

了迅速发展# 在求解动力问题或非齐次方程时,为了克服寻找基本解的困难并避免域积分,发

展了许多方法, 其中双互易边界元法( DRM) [ 4]被普遍认为是成功的方法# DRM 的优点是采用

相应问题的简单的静力基本解来建立边界积分方程, 从而产生了由惯性项引起的域内积分# 

为了将域积分转化到边界上的积分,再次应用了互易定理# 在完成此转化过程中利用了一个

被称为圆锥函数的表达式# Nardini和 Brebbia
[ 5]
首先介绍了应用 DRM 求解固体动力学问题,

而现在被推广到更广泛的应用领域# 
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Kogl等人[ 6]采用 DRM求解了三维各向异性体的自由振动问题# 通过数值算例研究了内

部配置点的影响和复特征频率的产生# Rodriguez等人
[ 7]
在边界元法中,介绍了基于误差限的自

适应网格细划方法,在文献[ 8]中, 他们将该方法推广到 DRM并用于求解二维 Poisson问题# 

Chien等人[ 9]应用 DRM讨论了二维弹性动力问题, 在他们的研究中, 采用时间不连续 Galerkin

有限元法求解由 DRM建立的时域二次常微分方程# Itagaki
[ 10]
提出了一个新的 DRM被用来求

解修正的Helmholtz型方程, 方程中的源项由多项式描述;用这种方法迭代地求解了非均匀介

质中的Helmholtz型特征值问题# Chen等人[ 11]应用双多重互易法解析地推导了圆形孔腔的真

伪特征解问题并由计算程序进行了数值验证# Singh 等人
[ 12]
讨论了 DRM 在热传导反问题中

的应用# Albuquerque等人
[ 13, 14]

讨论了DRM在各向异性材料的瞬态问题中的应用, 对断裂动

力学问题进行了求解# Chen等人[ 15]研究了边界节点法用来求解二维或三维均匀 Helmholtz、修

正Helmholtz和对流扩散问题时的收敛特性# 边界节点法是一种新的边界型方法, 其无网格径

向函数基于配置技术# 

文献[ 16]采用边界元法对开孔无限大薄板弹性波的散射和动应力集中问题进行了分析研

究,给出了该问题的数值结果# 由于在文献[ 16]中, 采用的是动力基本解, 使公式推导和影响

系数的计算非常繁琐,降低了计算效率# 本文利用 DRM对该问题进行分析计算,使问题得到

了很大地简化并能够保证计算精度# 

1  薄板弯曲波动方程及双互易边界积分方程

薄板弯曲波动问题可归结为在给定载荷和边界条件下求解中面挠度, 控制方程为

  D ¨4
W + Qh

52
W

5t 2
= q , ( 1)

式中, ¨4为双调和算子, Q为质量密度, D为挠曲刚度, h为板厚度, q为横向载荷, W为板的挠

度# 

取 q = 0,设在时间上该问题是频率为 X的简谐运动,即求该问题的稳态解,则由稳态弯

曲波所决定的位移分量可表示为

  ux = - z
5W
5 x , uy = - z

5W
5y , uz = W = w ( x , y ) e- iXt

, ( 2)

其中 X为弯曲波的圆频率# 同时 w ( x , y ) 应满足如下方程

  ¨4
w - K4w = 0, ( 3)

式中 K4 = QhX2/ D , K为波数# 

将方程( 3)改写为

  ¨4
w = K

4
w ; ( 4)

方程( 4)的基本解 w
* 取为下列方程的解

  ¨4
w

*
= D( r - r1) ; ( 5)

方程( 5)的解为

  w
*
( Q, P) =

r
2

8P
lnr , ( 6)

r = | PQ | = ( xQ - xP )
2
+ ( yQ - yP )

2为奇异源点 P 到场点Q的距离; P 为内源点, p 为边

界上源点, Q 为内场点, q 为边界上场点# 

为了避免域积分,将方程( 4)右边的挠度 w 用近似函数表示为:
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  �w = 6
M

j= 1

Aj f j , ( 7)

式中 f j可以是两点之间距离的近似函数, Aj ( j = 1, 2, ,, M) 是一系列的未知系数, M取为N个

边界节点与 L 个内部节点数之和# 如果我们选择近似函数 f j 满足下列关系:

  ¨4
ŵ j = f j , ( 8)

则式( 7)可表达为:

  �w = 6
M

j= 1
Aj ( ¨4

ŵ j )# ( 9)

用方程( 9)代替方程( 4)右边的挠度 w , 得:

  ¨4
w = K4 6

M

j= 1
Aj ( ¨4

ŵ j )# ( 10)

将方程( 10)的两边同乘以基本解 w
* 后, 在整个域内积分得:

  Q8
w
* ¨4

w d 8 = 6
M

j = 1
K4AjQ8

w
* ¨4

ŵ j d 8# ( 11)

对式( 11)的两边应用互易定理,并注意方程( 5)及 D函数的选择性质,得:

C (P )w ( P) + Q#
V
*
nw d # -Q#

M
*
n
5w
5 nq

d # + Q#

5w*

5 nq
Mnd # -Q#

w
*
Vnd # =

  6
M

j = 1

K4Aj C( P) ŵ j ( P ) +Q#
V

*
n ŵ jd # - Q#

M
*
n
5ŵ j

5 nq
d # +

  Q#

5w*

5nq
M̂njd # - Q#

w
*
V̂njd # # ( 12)

方程( 12)即为求解薄板域内任意点 P 的挠度的边界积分方程# 其中 C( P ) 是与 P 点位置有

关的常数, P 点在域内时, C( P ) = 1; P 点在光滑边界上时, C (P ) = 1/ 2;而对于不光滑的边界

点 C( P ) = H/ 2P, H为该点两侧切线间的夹角# V
*
n = Vn[ w

*
( p , q ) ] , M

*
n = Mn[ w

*
( p , q ) ] ,

Mn = Mn [ w ( q) ] , Vn = Vn[ w ( q) ] , M̂nj = Mn[ ŵ j ( q ) ] , V̂nj = Vn[ ŵ j ( q ) ] ; Mn和Vn是边界条件

算子,其具体表达式见文献[ 16]# 式中不存在域积分项,只有边界积分,从而避免了域内的离

散,既保持边界元法仅在边界上离散的优越性,又提高了解题效率# 而且, 通过数值计算表明,

数值结果具有很好的精度# 

对于光滑边界上的任意一点 p , 方程( 12)成为

1
2
w ( p ) + Q#

V
*
nw d # - Q#

M
*
n
5w
5 nq

d # + Q#

5w*

5 nq
Mnd # - Q#

w
*
Vnd # =

  6
M

j = 1
K
4
Aj

1
2 ŵ j ( p ) + Q#

V
*
nŵ jd # - Q#

M
*
n
5ŵ j

5 nq
d # + Q#

5w*

5nq
M̂njd # - Q#

w
*
V̂njd # # 

( 13)

对式( 13)在 p 点沿外法线方向np 求导,可得到与方程( 13)线性无关的另一边界积分方程:

1
2
5w ( p )
5np

+ Q#

5 V*
n

5 np
w d # - Q#

5M*
n

5 np
5w
5nq

d # + Q#

52
w
*

5 nq5np
Mnd # - Q#

5w*

5 np
Vnd # =

  6
M

j = 1
K4Aj

1
2

5ŵ j ( p )

5 np
+ Q#

5 V *
n

5np
ŵ j d # - Q#

5M *
n

5np
5ŵ j

5 nq
d # +

  Q#

52
w

*

5 nq5 npM̂njd # - Q#

5w*

5np V̂njd # # ( 14)
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方程( 13)和( 14)构成了边界积分方程组,含有 4个边界变量 ( w ,5w / 5 n, Vn, Mn ) , 对于每

个边界点一般总有两个已知, 两个未知# 将边界划分为 N 个单元, 在每个单元内设定插值函

数,最后将问题转化为 2N 阶线性代数方程组求解# 然而,该方程组中, 还包含未知系数 Aj 和

函数 ŵ j# 为此,我们应首先选择适当的 f j# 经数值计算表明, f j 可取为下列形式:

  f j = 1 - r - r
2
, ( 15)

其中, r 是两点之间的距离# 

由方程( 8)可得 ŵ j 的表达式如下:

  ŵ j =
1
64r

4
-

1
225r

5
-

1
576r

6# ( 16)

由方程( 7)定义的未知系数 Aj ,可按照下列方法确定# 将方程(7) 遍历 M个点(N 个边界

节点和 L 个内部点) 并写成矩阵形式, 其中 �w 用M 个点处的挠度值代替# 则

  w = FA, ( 17)

上式求逆得出插值系数 A的表达式

  A= F
- 1
w# ( 18)

方程( 18)表明插值系数 A可以由M个点处的挠度值来表示# 因此,在方程(13) 和(14)组

成的方程组中, 实际包含 4N + L 个未知量,引入 2N 个边界条件后,还剩2N + L 个未知量,所

以需要2N + L 个方程来求解# 我们可以从方程(12) 中写出 L 个内部点的计算公式,与方程

( 13)和( 14)联立求解# 

2  边界积分方程的离散化

在方程( 13)和( 14)中引入记号 a i ,其定义见文献[ 16] ,在方程(12) 中引入类似的记号 bi# 

并记: H= 5w / 5nq = 5w /5 np , Ĥj = 5ŵ j / 5nq = 5ŵ j /5 np# 

应用边界元法求解方程( 12)、( 13)和( 14)时, 将板的边界划分为有限个边界单元, 同时取

有限个内部点# 将变量 w、5w / 5n、Vn、Mn 看作是相互独立的, 不考虑其间应满足的微分关

系# 以变量的节点值作为未知量, 利用插值函数将边界积分方程( 12)、( 13)和( 14)离散为线性

代数方程组# 

方程( 12)、( 13)和( 14)离散后分别为:

c iw i - 6
N

q= 1
Q#

q

Vn
q
b1ds + 6

N

q= 1
Q#

q

Mn
q
b2ds - 6

N

q= 1
Q#

q

Hqb3ds + 6
N

q= 1
Q#

q

wqb 4ds =

  6
M

j = 1
K
4
Aj ci ŵ ij - 6

N

q= 1Q#
q

V̂n
q
j b 1ds + 6

N

q= 1Q#
q

M̂n
q
j b2d s - 6

N

q= 1Q#
q

Ĥqj b3ds + 6
N

q= 1Q#
q

ŵ qjb4ds ,

( 19)

1
2
wp - 6

N

q= 1Q#
q

Vn
q
a1ds + 6

N

q= 1Q#
q

Mn
q
a2ds - 6

N

q= 1Q#
q

Hqa3ds + 6
N

q= 1Q#
q

wqa4d s =

  6
M

j = 1

K4Aj
1
2
ŵpj - 6

N

q= 1
Q#

q

V̂ n
q
j a1d s + 6

N

q= 1
Q#

q

M̂n
q
j a2ds -

  6
N

q= 1
Q#

q

Ĥqj a3ds + 6
N

q= 1
Q#

q

ŵ qj a4ds , ( 20)

1
2
Hp - 6

N

q= 1
Q#

q

Vn
q
a5ds + 6

N

q= 1
Q#

q

Mn
q
a6ds - 6

N

q= 1
Q#

q

Hqa7ds + 6
N

q= 1
Q#

q

wqa8ds =
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  6
M

j = 1
K4Aj

1
2
Ĥpj - 6

N

q= 1
Q#

q

V̂ n
q
j a5ds + 6

N

q= 1
Q#

q

M̂n
q
j a6ds -

  6
N

q= 1
Q#

q

Ĥqj a7ds + 6
N

q= 1
Q#

q

ŵ qj a8ds , ( 21)

上式中 #q为第q 个单元的长度,Q#
q

(#)ds表示在第q个单元上的积分# 方程( 20) 和(21) 中的

p = 1, 2, ,, N# 

对于常单元情况,假设变量值在每个单元上是常数,并取为单元中点的值# 注意到对于这

种单元,节点在单元的中点,节点处的边界总是光滑的,因此常数 C( p ) 总等于 1/ 2# 将向量

ŵj、̂Hj、M̂nj 和 V̂nj 分别考虑为矩阵 ŵ、̂H、M̂n 和 V̂n 的一列# 式( 19)、( 20)和( 21)的矩阵形式为:

  Iw + B4w - B3H+ B2Mn- B1 Vn =

    ( Iŵ + B4ŵ - B3 Ĥ+ B2M̂n - B1 V̂n) K
4
A, ( 22)

  A4w - A3H+ A2Mn - A1Vn =

    ( A4 ŵ - A3Ĥ+ A2M̂n- A1 V̂n) K
4A, ( 23)

  A8w - A7H+ A6Mn - A5Vn =

    ( A8 ŵ - A7Ĥ+ A6M̂n- A5 V̂n) K
4A# ( 24)

在以上方程中, 系数项 C ( p ) 已经并入到相应的矩阵的主对角线上# 

在方程( 22)中, I 是L @ L 阶单位阵, 与 I 相乘的向量w是L 个内部点处的挠度值# Bi ( i

= 1, 2, 3, 4) 是由 L 个内点与N 个边界点通过基本解决定的L @ N 阶影响系数矩阵# 与 Bi相

乘的 w、H、Mn 和 Vn各向量是N 个边界节点处的未知量# 与 I 相乘的矩阵 ŵ是L 个内部点与

M 个全部节点通过方程(16) 所形成的 L @ M 阶已知矩阵# 与 Bi相乘的 ŵ、̂H、M̂n和 V̂n 各矩

阵是 N 个边界点与M个全部节点通过方程(16) 所形成的 N @ M阶已知矩阵# A是节点总数

M 个未知系数,可由方程(18) 用 M个节点处的挠度来表示# 方程(23) 和(24) 中的 Ai ( i = 1,

2, ,, 8) 是 N @ N 阶系数矩阵, 见文献[ 16] ; 其余各量与方程( 22)中的含义相同# 

引进下列矩阵记号:

  S1 = A4 ŵ - A3 Ĥ+ A2M̂n- A1 V̂n, S2 = A8 ŵ - A7 Ĥ+ A6M̂n- A5 V̂n,

  S3 = Iŵ + B4ŵ - B3 Ĥ+ B2 M̂n - B1 V̂n,

  A48 =
A4

A8

, A37 =
A3

A7

, A26 =
A2

A6

, A15 =
A1

A5

, S12 =
S1

S2

,

并注意到方程( 18) ,可将方程( 22)、( 23)和( 24)写成整体方程组

  
A48 0

B4 I

w
b

w
i -

A37 0

B3 0

Hb

0
+

A26 0

B2 0

M
b
n

0
-

    
A15 0

B1 0

V
b
n

0
= K4

S12

S3

F
- 1 w

b

w
i
, ( 25)

式中的上标b表示边界节点值,上标 i表示内部节点值# 

由方程( 25)求出各边界节点的挠度、转角、弯矩和等效剪力以及 L 个内部点处的挠度后,

可利用方程( 19)求解域内任意一点处的挠度# 

求域内点弯矩值时, 可以利用域内点的挠度值, 由弯矩与挠度的基本关系进行差商运算,

此法可以容易地求出域内任意一点处的弯矩值# 求出靠近边界处的法向和切向弯矩后, 便可
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以计算孔边处的动应力(弯矩)集中系数# 

3  开孔薄板动应力集中系数的确定

考虑一无限大薄板开圆孔,孔边自由,属自由边界, 其边界上总弯矩和总剪力为零# 现设

有一稳态弯曲波,由无穷远处入射,其入射方向与 x 轴方向一致# 入射波可记为:

  w
( i)

= w 0e
iKx# ( 26)

取入射波的幅值 w0 = 1, 在极坐标系下: w
( i)

= e
iKr cosH# 由极坐标系的边界条件算子,将入射

波引起的边界弯矩和剪力表示为:

  Mn =
D(1 - L) K

2

2
eiKr cosH cos2H+ 1 + L

1 - L
, ( 27)

  Vn = - D iK3cosHeiKrcosH+
DK2(1- L)

2r
(2cos2H- iKrsinHsin2H) eiKrcosH# ( 28)

将式( 27)、( 28)进行同样的离散化后代入式( 25) ,便可求出孔边的各边界变量和所选择的

图 1  单元划分图

内部点上的挠度值# 

由动应力集中系数的定义可知,动弯矩集中系数是开孔周边上全

波在某点处产生的弯矩与入射波在同点处产生的弯矩的幅值之比:

  M
*
H = MH/ M0# ( 29)

入射波产生的弯矩幅值

  M0 = DK2w0 = DK2, ( 30)

MH由从方程( 25)中求出的节点值确定# 

  动弯矩系数可由式( 29)计算# 

4  数 值算 例

取圆孔半径 R = 1,泊松比 L= 0. 3, f = 1- r- r
2# 将整个圆孔边界划分为60个常单元,

并取60个内部点,见图1# 图2 ~ 图 6分别给出了无量纲波数 K取不同值时,动弯矩集中系数

M
*
H 沿孔边的变化# M

*
H 的数值关于x 轴对称# 表1给出了在两种f 函数的情况下,波数 K取

不同值时,动弯矩集中系数的计算数值# 
表 1 圆孔动弯矩集中系数 ( H= P/ 2)

K f = 1+ r f = 1- r - r2 文献[16]

0. 1 1. 828 5 1. 830 1 1. 836 0

0. 5 1. 668 1 1. 669 2 1. 671 0

1. 0 1. 645 2 1. 643 7 1. 642 0

2. 0 1. 643 9 1. 645 8 1. 655 0

3. 0 1. 647 5 1. 648 3 1. 650 0

5. 0 1. 650 3 1. 650 9 1. 652 0

5  结   论

计算结果表明: 随着无量纲波数的增加, 平板开孔动应力集中系数降低;波动频率较低时,

动应力集中系数较大,其值约为 1. 85; 当平板波动频率比较高时 ( K> 2) , 动应力集中系数在

1. 65左右变化# 
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图 2  K= 0. 1 孔边动弯矩分布  图 3  K= 0. 5 孔边动弯矩分布  图 4  K= 1. 0 孔边动弯矩分布

图 5  K= 3. 0 孔边动弯矩分布       图 6  K= 5. 0 孔边动弯矩分布

本文基于双互易法建立了薄板弯曲波动方程的边界积分方程# 为了便于比较仍然采用常

单元方案对边界积分方程进行离散化, 同样得到了线性代数方程组# 在这个方程组中,同时包

含内部节点处的挠度值, 可以同时求解出边界位移、边界力和内部节点位移# 为了验证方法的

正确性和有效性,给出了与文献[ 16]相同的数值算例# 结果表明,所得结论与文献[ 16]相同且

计算数据具有相当的精度,而双互易边界元法的理论推导和数值计算等方面都要比直接动力

边界元法简单得多# 
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Dual Reciprocity Boundary Element Method for

Flexural Waves in Thin Plate With Cutout

GAO Suo_wen1,  WANG Yue_sheng1,  ZHANG Zi_mao1,  MA Xing_rui2

( 1. In stitut e of Engineer ing Mechan ics , Beijin g Jia oton g Un iver sity ,

Beijing 100044, P . R . China ;

2. China Aerospace Science and Techn ology Corpor a tion ,

Beijing 100037, P . R . China )

Abstract: The theoretical analysis and numerical calculation of scattering of elastic waves and dynam-

ic stress concentrations in the thin plate with the cutout was studied using dual reciprocity boundary

element method ( DRM) . Based on the work equivalent law, the dual reciprocity boundary integral e-

quations for flexural waves in the thin plate were established using static fundamental solution. As i-l

lustration, numerical results for the dynamic stress concentration factors in the thin plate with a circu-

lar hole are given. The results obtained demonstrate good agreement with other reported results and

show high accuracy.

Key words: thin plate; DRM; scattering of flexural wave; dynamic stress concentration
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