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浅水中污染物扩散的自适应有限元分析法
�
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(朱拉隆功大学 机械工程系, 曼谷 10330,泰国)

(周哲玮推荐)

摘要 : � 介绍浅水中污染物扩散分析中的有限元法�� 分析包括两个部分: 1) 流场速度、水面高度

的计算; 2) 根据扩散模型计算污染物浓度场�� 联合使用了自适应网格技术以期提高解的精度, 同

时减少计算时间和计算机内存的消耗�� 通过几个有已知解的实例验证了有限元公式和计算机程

序�� 最后,使用这种联合方法分析泰国 Chao Phraya河附近海湾中的污染物扩散��
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引 � �言

当今泰国的工业和城市发展迅猛,从电站、工厂和居民区排入河流的热/化学污染物已对

水资源构成了威胁��政府需要证明污染物排放量对环境的影响不会超过标准规定, 工厂设计

人员也必须考虑将污染的影响控制在标准规定以下��因此,基于政府和工厂设计双重原因,寻

找可靠的方法来预测污染物流入江河时的分布,引起了人们的强烈关注��

浅水中污染物扩散特性取决于质量和动量守恒以及污染物迁移方程��假设不同深度的速

度能用统一的沿深度的平均速度(作为二维沿深度平均的问题)表示��由于其控制微分方程是

耦合的非线性方程, 对复杂的流动几何边界难以使用解析法��过去曾提出过多种计算方法解,

如有限差分法[ 1~ 5]、有限体积法[ 6, 7]、有限元法[ 8~ 12]��其中有限元法能有效地处理复杂的几何

边界,因此得到了广泛的运用[ 12]��

影响有限元法解精度的主要因素为单元的大小,如在该模型中使用一群小单元,可以得到

高精度解, 但是,单元数量的增加将使计算时间和计算机内存的消耗增大, 应用自适应网格技

术
[ 13, 14]

可以提高分析解的精度,同时减少计算时间和内存消耗��该技术在解梯度变化大的区

域生成小单元以期提高解的精度, 在其它解变化平缓的区域使用粗大单元��

本文首先介绍有限元公式和解过程相应开发的计算机程序, 然后介绍自适应网格技术的

基本思路��最后,通过一些已知结论的简单例子来验证导出的有限元方程和开发的计算机程

序,并将它用于解决更加复杂的问题��
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1 �流 动模 型

1. 1 �控制方程

通过沿深度方向上二维质量和动量守恒方程取平均,得到浅水流控制方程为:
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= 0, ( 1a)
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其中, H 为水的总深度, u、v 分别为 x、y 方向沿深度的平均速度分量; g 为重力加速度; C 为

Chezy 摩擦因数�� 应力分量 �x , �y , �xy 和�yx 定义为:

� � �x = 2�
�u
�x - g�, ( 2a)

� � �y = 2�
�v
�y - g�, ( 2b)

� � �xy = �yx = �
�u
�y +

�v
�x , ( 2c)

其中, �为离平均水平面的水面高度, 如图 1所示�� �为涡旋粘性系数��

图 1� 浅水问题记号

式( 1a~ 1c)在适当的边界条件下可求解, 该

条件为: 或为沿边界 S 1、某确定深度的平均速度

分量:

u = u1( x , y ) , v = v1( x , y ) , ( 3)

或为沿边界 S 2的附着摩擦力:

Tx = �x l + �yx m, T y = �xy l + �y m , ( 4)

其中, l 和m 为边界法向单位矢量的方向余弦��

1. 2�有限元公式

在浅水流问题连续方程( 1a)和两个动量方程( 1b, c)中,以沿深度的平均速度分量 u、v 和

水面高度 �为基本的未知量��这里使用了文献[ 15]提出的六节点三角形单元,根据微分方程

( 1a~ 1c)中最高导数的阶数,假定单元中速度分量分布采用二次插值,对水面高度分布采用线

性插值,

� � u( x , y ) = N� u�, v ( x , y ) = N�v�, �( x , y ) = H� ��, ( 5)

其中, �= 1, 2, � , 6; � = 1, 2, 3; N�和H �分别为速度与水面高度的单元插值函数��

将加权残差法[ 17]应用到动量方程( 1b, c)和连续方程( 1a)中, 得到有限元方程式
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� ��A
H i (Hu ) , x + ( Hv ) , y dA = 0, ( 6c)

其中, A 为单元面积��对式( 6a~ 6c)应用Gauss定理[ 16]生成单元边界积分,从而得到张量形式

的有限元方程:
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yv�u� - H��x�� + S��xxu�+ S��xyv�+ C��u� = Q�x, ( 7a)
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上式中的系数如下定义:
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1. 3 �计算过程

式( 7a~ 7c)的非线性有限元方程,可通过 Newton_Raphson叠代法求解��该方法需要写出

如下不平衡值,

� � F�x = K�� 
xu�u� + K �� 

yv�u�- H��x�� + S��xx u�+ S��xy v�+ C��u�- Q�x , ( 9a)
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然后得到带一系列未知增量的代数方程
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其中的系数为:

� � G��x = K�� 
xu�+ K�� 

xu� + K �� 
yv� + S��xx + C��, ( 11a)

� � G��y = K�� 
yv� + K�� 

yv� + K�� 
xu� + S��yy + C��, ( 11b)

� � L��x = K �� xv� + S��yx , L��y = K�� yu� + S��xy, Z��x = J �� x ( �� + h�) , ( 11c~ e)

� � Z��y = J �� 
y ( �� + h�) , Q�� = J �� 

xu� + J�� yv�- R���� ( 11f, g)

这些系数用单元矩阵形式表示,利用计算机程序可以方便地计算三角形单元的闭合形式

下的系数��为简化计,本文略去单元矩阵的推导过程��在式( 11a~ 11g)中, u�和v�为第i 次叠

代后的速度分量值��如果所有节点未知量相对前一次叠代的误差变化率小于某指定值时,叠

代过程停止��

1. 4 �自适应网格技术

自适应网格技术的原理是,在前一次网格求解的基础上构建一个新的网格[ 13, 14]��新网格

要求在解梯度变化大的区域采用小单元,在解梯度变化小的区域采用大单元��为了在流场的

不同位置确定最佳大小的单元,使用固体力学的概念: 给定一点的应力状态就决定了主应力的

大小��在流动行为复杂的区域需要小单元时,可采用速度分布值来确定合适的单元大小��

为了确定合适的单元大小��首先, 计算流速对总体坐标 x 和 y 方向的二阶导数:
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� �
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其中, V 为二个速度分量u、v 的模:

� � V = u
2
+ v

2
; ( 13)

然后计算其在主方向(混合导数为零) X 和Y 上的主值,

� �
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�X 2 0

0 �2
V
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; ( 14)

最后取其中较大者,

� � �= max
�2

V

�X 2 ,
�2

V

�Y
2 �� ( 15)

该值用于确定合适的单元大小,它同时又是整个模型的最大主值,

� � h
2�= const = h

2
m in�max , ( 16)

其中 hmin是指定最小单元大小, �max 是整个模型中最大主值��

在式( 16)条件下,根据指定的最小单元大小 hmin,确定合适的单元大小�� 如果给定的 hmin

过小,会导致模型中单元数量过多�� 反之, 如果给定的 hmin过大, 又会导致解精度不够, 或者

分析过度或者网格重划分的次数增多��在构建新网格时必须考虑这些因素��

2 �扩 散模 型

2. 1 �控制方程

从浅水流方程( 1a~ c)中分离出沿深度的平均污染物传输方程如下:

� � �(H �)�t
+
�(Hu�)
�x +

�(Hv �)
�y = D

�
�x H

��
�x +

5
5y

H
5 (
5y

, ( 17)

其中, ( 为污染物浓度, D 为扩散系数# 该微分方程可以在指定浓度的边界条件

  ( = ( 1( x , y ) ( 18)

下或在指定浓度梯度边界条件

  
5 (
5n

= q 2( x , y ) ( 19)

下以及初始条件

  ( ( x , y , 0) = ( 0 ( 20)

下,求解# 

2. 2  有限元公式

首先,假设单元浓度分布为

  ( ( x , y , t ) = [ N ( x , y ) ] ( 1@3) ( ( t ) (3@1), ( 21)

其中 [ N ( x , y ) ] (1@3) 为线性插值函数# 应用加权残差法,并将式( 21)代入式( 17) ,得到有限元

方程如下:

  QA
W [ N] dA Û( +

QA
W [ u  v ] [ B] dA ( +
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或

  C Û( + K V + K C ( = Q # ( 23)

该方程中的系数定义为

  C =
QA

W N dA , ( 24a)

  K V
Q A

W [ u  v ] B dA , ( 24b)
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5N
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-
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[ N ] H
W

5N
5y

H
5N
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  Q = Q S
W qsdS# ( 24d)

2. 3  时间离散化

将显式递推关系应用于式( 23)中的时间积分,得到

  1
$ t

C ( n+ 1 =
1
$ t

C + K V + KC ( n + Q n# ( 25)

该式可以利用流域中污染物浓度 ( 的全部节点值直接求解# 

3  例  子

本节提供 3个实例# 前两个例子用于检验流场计算中导出的有限元公式和开发的计算机

程序,最后一个例子检验污染物扩散模型的有效性# 

3. 1  底部变化的矩形管道中的流动

图 2  底部变化的矩形管道中的流动问题
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第一个例子分析底部变化的矩形管道中的流动,见图 2# 

图 3表示有限元模型,其边界条件为:最大入口速度为 1. 5 m/ s、涡旋粘性系数 M = 166. 67

m2/ s、Chezy 系数 C = 50 m1/ 2/ s、重力加速度 g = 10 m/ s2
# 该有限元网格包括 357个节点和

160个单元# 图 4表示,计算结果与文献[ 9]中的罚有限元法结果相吻合# 

图 3 底部变化的矩形管道中流动的有限元模型

图 4  底部变化的矩形管道中流动速度的比较

图 5  底部摩擦条件变化的矩形管道中的流动问题

图 6 底部摩擦条件变化的矩形管道中流动的有限元模型

3. 2  底部摩擦条件变化的矩形管道中的流动

本例中的几何特性与流体属性与前一个例子一样,仅平均深度处处为 10 m以及图 5中阴
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影部分的 Chezy系数为 10 m1/ 2/ s# 图 6显示其边界条件和有限元网格: 包含 187个节点和 80

个单元# 图7显示其计算速度分布与文献[ 9]中使用罚有限元法得到的结果比较# 

图 7  底部摩擦条件变化的矩形管道中流动速度的比较

图 8  通过敞开式矩形管道时          图 9  通过敞开式矩形管道时  

污染物的传播问题 污染物传播的有限元模型

 图 10  通过敞开式矩形管道时     图 11 Chao Phraya河的计算区域

污染物传播浓度的比较

3. 3  通过敞开式矩形管道时污染物的传播

为了验证污染物扩散分析的有限元公式和开发的计算机程序, 图 8研究了敞开式管道中

污染物浓度的变化# 图 9显示其有限元网格和初/边值条件# 网格包括 50个节点和 72 个单

元, 采用时间间隔 $ t = 0. 1 s# 当扩散系数D = 0. 01 m2/ s、整个区域的流速都为 U = 0. 05 m/ s

时, 求 t = 6 s, 12 s, 18 s, 24 s, 30 s和36 s时的瞬时解# 图10显示沿 x 轴污染物浓度的瞬时解,

该计算结果与文献[ 12]给出的精确解非常吻合# 
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图 12  Chao Phraya河流的边界条件和初始有限元网格

图 13 Chao Phraya河流动的第二次有限元网格

图 14 Chao Phraya河流动的第三次有限元网格
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4  Chao Phraya河污染分析

4. 1  Chao Phraya河的流动

图 15  Chao Phraya河流动的速度分布的预测

图 16  Chao Phraya河流动速度

分布预测结果的细部

图 11表示 Chao Phraya 河的几何条件# Z 图 12

表示其有限元模型和边界条件:最大流入速度为 1.

5 m/ s、涡旋粘性系数 M = 15 m2/ s、Chezy系数 C =

50 m1/ 2/ s、重力加速度 g = 9. 81 m/ s2
# 初始单元网

格包括4 111个节点和 1 948个单元# 

正如 1. 4节所述, 由初始网格获得的数值解构

建第二个自适应的网格, 如图 13所示, 该自适应网

格包括 4 153个节点和 1 954个单元# 从该图可以

看出, 在速度梯度变化大的区域生成更小的单元# 

同时, 其他速度梯度接近一致的区域生成更大的单

元# 接着重复上述过程构建第三个自适应网格如

图14所示,包括 3 411个节点和 1 594个单元, 相应

的解及其细部分别见图 15和 16# 

4. 2  河中污染物的扩散

研究工厂排放的污染物扩散过程# 图 17 表示

整个计算区域中没有污染时的边界条件和初始条件, 扩散系数取 50 m2/ s、时间间隔取 $ t =

100 s# 流动模型的自适应网格如图 14所示, 作为扩散分析的有限元网格# 图 18给出工厂排

放3 h后, 河中的等浓度曲线, 图 19表示工厂排放口附近污染物浓度分布细部# 

5  结  论

本文研究浅水中污染物扩散的有限元法# 首先介绍了有限元公式和它的计算步骤, 导出

了相应的有限元方程和可在个人电脑上执行的计算机程序,有限元法结合自适应网格技术提

高了流动解的精度# 自适应网格技术是在前一次生成的网格基础上生成新的网格, 新网格在

速度梯度变化大的区域生成一群小单元以提高结果精度,同时(在速度梯度平缓的区域)采用

粗大单元以期减少计算时间和节省内存# 本文结果证明, 这种组合方法预测污染扩散行为是
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图 17  Chao Phraya河中污染物扩散的计算区域和边界条件

    图 18  工厂排放 3 h后 Chao Phraya      图 19 工厂排放 3 h后 Chao Phraya河中

河中污染物扩散浓度的预测 污染物扩散浓度预测结果的细部

有效的# 
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A d a p t i v e F i n i t e E l e m e n t M e t h o d f o r A n a l y s i s o f

P o l l u t a n t D i s p e r s i o n i n S h a l l o w W a t e r

S om b oon O t ar aw an na ,  Pr am o t e Dech au m pha i

( Mechanical En gin eer ing Depa rtm ent , Chulalongkorn Univer sity ,

Bangkok 10330, Tha iland )

Abst ra ct : A finite element method for analysis of pollutant dispersion in shallow water is presented.

The analysis is divided into tw o parts: 1) computation o f the velo city flow field and w ater surface ele-

vation, and 2) computation of the pollutant concentr ation field from the disper sion model. The method

was combined w ith an adaptive meshing technique to increase the so lution accuracy, as well as to re-

duce the computational time and computer memory. The finite element formulation and the computer

pro grams were validated by sever al ex ample s that have known solutions. In addition, the capability of

the combined method w as demonstrated by analyzing pollutant dispersion in Chao Phraya River near

the gulf of Thailand.

Key w ords: shallow water; pollutant disper sion; adaptive meshing technique; finite element method
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