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含椭圆形夹杂的压电体平面应变问题
�

戴隆超, �郭万林, �佘崇民

(南京航空航天大学 航空宇航学院,南京 210016)

(岳珠峰推荐)

摘要: � 利用复变函数理论, 对在无限远处均匀应力和电位移载荷作用下的含有椭圆形弹性夹杂

的横观各向同性压电材料,作了力电分析�� 在该文有限元结果和前人相关理论解的基础上,提了

出一个可接受的认为弹性夹杂体内的应力场为常应力场的假设�� 在采用了不导通电边界条件之

后,获得了以复势形式表示的压电基体的和弹性夹杂体内部的应力场解��

关� 键� 词: � 椭圆形夹杂; � 横观各向同性; � 压电体; � 复势

中图分类号: � O343. 1 � � � 文献标识码: � A

引 � �言

材料中总是不可避免的存在有各种缺陷,如裂纹、孔洞、夹杂、分层和孔隙��缺陷的出现会

导致应力集中, 从而致使材料的失效��在各种各样的缺陷当中, 由于椭圆形孔(或夹杂)可以退

化为裂纹(或线夹杂)及圆形孔(或夹杂) ,因而无论在理论上还是应用中它都是重要的一种缺

陷��所以椭圆形孔(或夹杂)附近的应力场问题得到了广泛的关注��

Hwu和Ting[ 1]采用 Stroh公式法以实数形式给出了含椭圆形夹杂的各向异性弹性体二维

问题的解��Ting和 Yan[ 2]也采用这一方法分析了相似的问题, 得到了以实数形式表示的孔边

位移和周向应力的无穷级数解��

随着近些年来压电体的大量使用,含椭圆孔(或夹杂)的压电体问题受到了人们的广泛关

注�� Sosa
[ 3]
采用非导通电边界,运用复变理论作了含椭圆孔的横观各向同性压电体问题的二

维力电分析,并给出了孔边相关应力电场参量的变化曲线�� 然而不幸的是虽然其理论解正

确
[ 4]

,但是其中的部分数值结果是错误的
[ 4~ 7]

, 因而其理论解与数值结果是矛盾的��Chung 和

Ting[ 8]采用 Stroh公式法分析了含有椭圆形孔和夹杂的各向异性压电体问题二维问题�� Sosa和

Khutoryansky[ 9]采用级数展开的方法探讨了含有椭圆孔的横观各向同性压电体平面问题��Gao

和Fan[ 10]基于复势法讨论了远场均匀载荷作用下的含有椭圆孔的横观各向同性压电体二维问

题,同时也对椭圆孔退化为裂纹时的场强因子作了分析��Zhang, Qian和Tong[ 11]采用 Stroh公式

法和有限元分析的方法, 研究了含有穿透椭圆孔或裂纹的无限大压电体介质��

本文运用复势法求解了含有椭圆形弹性夹杂的横观各向同性压电体二维问题, 在理论解
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及本文有限元计算结果的基础上, 提出了一个可接受的假设,并运用非导通电边界条件得到了

全场应力解��

1 �基 本公 式

考虑一个远场载荷作用下的含椭圆形弹性夹杂(长轴 x 半长a,短轴 z 半长b ) 的横观各向

同性压电体��并且, 为了与相关文献[ 3, 9, 10]进行比较,取如下假设:

� � �yy = �zy = �xy = Ey = 0,

并以 x 1、x2、x 3分别替代 x、z、y�� 这样,依照 Sosa[ 3]的类似过程,此时的本构方程可以简化为:

� �

�11

�22

2�12

=

a11 a12 0

a12 a22 0

0 0 a44

�11

�22

�12

+

0 b12

0 b22

b41 0

D1

D2

, ( 1)

� �
E1

E2
= -

0 0 b41

b12 b22 0

�11

�22

�12

+
c11 0

0 c22

D1

D2
, ( 2)

其中:

� � a11 = s11 -
s

2
12

s11
, a12 = s13 -

s12s 13

s 11
, a22 = s33 -

s
2
13

s11
, b 12 = g31 -

s12 g31

s11
,

� � b22 = g 33 -
s13g 31

s11
, b41 = g15, c11 = �11, c22 = �33 +

g
2
31

s11
,

在此, sij 是弹性矩阵常数, gij 是压电矩阵常数, �ik是介电矩阵常数�� 令 zk = x1 + �kx 2, �表示

电势�� 因此, x 1_x 2面内的场解可表示如下:

� �

��11, �22, �12� = 2Re �
3

k= 1
��2k , 1, - �k���k( zk) ,

�D1, D2� = 2Re �
3

k= 1
�- �k �k , �k���k( zk) ,

�E1, E2� = - 2Re �
3

k= 1
�dk , dk �k���k ( zk ) , �= 2Re �

3

k= 1
dk�k( zk) ,

�u , w� = 2Re �
3

k= 1

�p k , qk��k( z k) ,

( 3)

其中

� �

p k = a11�
2
k + a12 + b12�k , qk = a12 �k +

a22 + b22�k
�k

,

�k =
( b12 + b41) �

2
k + b22

c11�
2
k + c22

, dk = ( c11�k - b41) �k ,

( 4)

在此, �k( k = 1, 2, 3) 由如下方程决定:

� � ( a22 + ( 2a12 + a44) �
2
+ a11�

4
) ( c11 �

2
+ c22) + ( ( b 12 + b41) �

2
+ b22)

2
= 0�� ( 5)

方程( 5)共有 3对共轭复根, 其中虚部为正的 3个根分别记为 �k( k = 1, 2, 3)��

在界面上有如下关系成立:
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� �

d U
dx 1

= -�l
t 2sds = -�l

�12dx2 - �22dx 1,

d U
dx 2

= �l
t1sd s = �l

�11dx 2 - �12dx 1,

-�l
Dnds = -�l

D1dx 2 - D2dx 1,

( 6)

其中的 U为Airy应力函数, t 1s 和 t 2s 是边界上的两个力��

2 �力 电场 解

当无穷远处受有均匀应力场 �� 和电位移场 D
� 作用时,可将问题分为两部分来求解:一

部分是不考虑椭圆核时的应力场,此时基体各处的应力和电位移均为 �� 和 D
�

; 另一部分是

考虑椭圆核时基体的附加应力场, 此时该解必须满足无穷远处和界面上的应力和电场边界条

件��为方便起见,将用上标�� 表示无核时的力电参量, �� 表示有核时的力电参量, 上标

�� 表示远场处的力电参量, �0�表示界面上的力电参量��

2. 1 �不考虑夹杂时的力电场解
此时基体内的解及Airy 应力函数可表示为

� � ��11 = ��11, �
�
12 = ��12 , ��22 = ��22 , D

�
1 = D

�
1 , D

�
2 = D

�
2 , ( 7)

� � U
�

=
1
2 �

�
22 x

2
1 - �

�
12 x 1x 2 +

1
2 �

�
21 x

2
2�� ( 8)

2. 2 �夹杂体中的应力场
Eshelby的杰出的工作和列赫尼茨基[ 12]都已指出,当基体为弹性材料时弹性夹杂体内的应

力场为常应力场��已为人熟知的是,当弹性夹杂体退化为孔或刚性夹杂时,无论基体是弹性体

还是压电体,夹杂体内的各应力分量都为零��对于压电基体内嵌的椭圆形弹性夹杂,我们运用

有限元法采用四节点力电耦合1次单元, 求解了远场载荷 ��22 = �0作用下其内部的应力场,得

到了应力分量 �22、�11 的分布曲线,而另一个应力分量 �12总为零��

从图中可以看出,夹杂体内的应力基本不变, 只在椭圆长轴根部由于计算误差才会稍有不

同��因为在计算中采用了 1阶单元, 所以长轴根部的计算误差会随着椭圆形状因子 t = b / a

的减少而增加��因此可以认为当压电基体内嵌的夹杂体为弹性体时,其内部应力场为常应力

场这一假设是合理的��

如此夹杂体内的应力场和 Airy 应力函数可表示为:

� � ��11 = �011, �
�
22 = �022, �

�
12 = �012, ( 9)

� � ( a) 在 x 轴上应力�22/ �0的变化� � � � � � ( b) 在椭圆界面上 �22/ �0的变化
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� � ( c) 在 x 轴上应力�11/ �0的变化� � � � � � ( d) 在椭圆界面上 �11/ �0的变化

图 1� 取不同形状因子 t = b/ a 时,无量纲化的应力在几个不同方向上的变化

(基体材料: PZT_4,夹杂体的材料参数: E = 202 GPa, � = 0. 33 )

� � U
�

=
1
2
�022x

2
1 - �012x 1x 2 +

1
2
�011x

2
2�� ( 10)

2. 3 �有核时基体中的力电场

由于核的出现,基体中会产生附加应力��此应力可由式( 3)表示��因为复势 �k( zk) 是全

纯函数,由相关文献
[ 3, 9, 10]

知它可以表示为:

� � �k [ zk( �k ) ] = �k( z k) = �k1�
- n
k � � ( k = 1, 2, 3) , ( 11)

其中

� � �k =
z k + z

2
k - ( a

2
+ �2

kb
2
)

a - i�kb
� � ( k = 1, 2, 3)�� ( 12)

在界面处应满足如下条件:

� �

2Re�
3

k= 1
�k( �) =

�
�x 1

( U
�

- U
�

) + c1,

2Re�
3

k= 1
�k �k( �) =

�
�x 2

( U
�

- U
�

) + c2,

2Re�
3

k= 1

�k �k ( �) + -�l
D
�
1 dx 2 - D

�
2 dx 1 = 0;

( 13)

� �

2Re�
3

k= 1
p k �k( �) = u

�
- u

�
+ �x 2 - u0,

2Re�
3

k= 1
qk �k( �) = w

�
- w

�
- �x 1 - w 0��

( 14)

上式中, �= ei�
, c1、c2是积分常数, u0、w 0、�表示刚体位移及转动, u

�、w � 指不考虑缺陷时的

相应位移, u
�、w � 是核中的相应位移��考虑到方程( 1)和变形几何方程,可得:

� �
u
�

= ( a11�
�
11 + a12�

�
22 + b 12D

�
2 ) x 1, w

�
= ( a12�

�
11 + a22�

�
22 + b22D

�
2 ) x 2;

u
�

= ( d11�
0
11 + d12�

0
22) x 1, w

�
= ( d 12�

0
11 + d22�

0
22) x2;

( 15)

其中 dij 是夹杂体的缩减弹性参数��将式( 8)、( 10)和( 11)代入式( 13)中可得:

� �
�k1 = �

3

j = 1
MkjQj � � ( k = 1, 2, 3) ,

�kn = 0� � � � � ( k = 1, 2, 3, n � 2) ,

( 16)

其中
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� � M- 1
=

1 1 1

�1 �2 �3

�1 �2 �3

,

� � Q = ( Qj ) =

� � � � a
�022 - ��22

2
- ib

�012 - ��12

2
, - a

�012 - ��12

2
+ ib

�011 - ��11

2
, -

aD
�
2 - ibD �

1

2

T

��

通过化简可将式( 16)表示为:

� � �k1 = a mk1
�022 - ��22

2
- mk2

�012 - ��12

2
- mk3

D
�

2

2
+

� � � � � ib - mk1
�012 - ��12

2
+ mk2

�011 - ��11

2
+ mk3

D
�
1

2
� � ( k = 1, 2, 3)�� ( 17)

再将式( 11)、( 15)和( 17)代入式( 14) ,就可以解出剩余的 4个待定实常数: �011、�
0
12、�

0
22、��� 考

虑到参数 �k , �k , pk , qk( k = 1, 2, 3) 可表示成如下形式:

� � �1 = i �0, �2 = �R + i�I, �3 = - �R + i �I;

� � �1 = �0, �2 = �R + i�I, �3 = �R - i�I;

� � p 1 = p 0, p 2 = p R + ip I, p 3 = p R - ip I;

� � q1 = iq0, q 2 = qR + iq I, q3 = - q R + iqI;

其中, �0 > 0, �R > 0, �I > 0, �0, �R, �I, p 0, p R, p I, q 0, q R, qI均为实数, 其值可由式( 4)确定��
这样,就可以将上面 4个待定实常数表示成如下形式:

� �
�011 =

C23A 3 - C 33A 2

C21 C33 - C 23C31
, �022 =

C31A 2 - C21A 3

C21 C33 - C23 C31
,

�012 =
C14A 4 - C 44A 1

C12 C44 - C 14C42
, � =

C42A 1 - C12A 4

C12C 44 - C14 C42
��

( 18)

其中的各系数在附录的式(A1)和式(A2)表示出来��将式( 11)、( 12)、( 15)、( 16)、( 17)和( 18)代

入式( 3)中, 即可求出有椭圆核时的附加应力场��再运用叠加原理即得到基体中的应力, 核中

的应力已由式( 7)给出��因此,远场均匀应力、电位移作用下的含有椭圆弹性夹杂的横观各向

同性压电体的全部力电场解已完全获得��

3 �结 � �论

采用复变理论, 分析了在无限远处,均匀应力和电位移载荷作用下的含有椭圆形弹性夹杂

的横观各向同性压电体平面应变问题��在考虑了本文有限元结果和前人相关理论解的基础

上,提了出一个可接受的认为弹性夹杂体内的应力场为常应力场的假设��在采用了常用的不

导通电边界条件之后,获得了以复势形式表示的压电基体的和弹性夹杂体内部的应力场解��

附 � �录

� � C12 =
- p R[ b�R�0 + ( a + b�0) �I] + p 0 [ ( a + b� I) �I+ b�R�R]

2[ �R( �0 - �R) + ( �0- � I) �I]
+

� � � � �
p I[- ( a + b� I) �0+ ( a + b�0) �R]

2[ �R( �0- �R) + ( �0- �I )� I]
, ( A1a)

� � C14 = -
b
2

, ( A1b)

� � C21 =
ad11[ �R( �R - �0) + ( � I- �0) �I] + b[ ( p 0- p R) �I + p I(- �0+ �R) ]

2[ �R( �0- �R) + ( �0- � I) �I]
, ( A1c)
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C23 = a
p R( L RK 0+ L0 K I) - p 0( L I K I+ LR K R) + p I( L I K0 - L0K R)

2[ L R( K0- KR ) + ( L 0- L I) K I]
+

     ad 12

L R( KR- K0) + ( L I- L0) KI

2[ L R( K0- KR) + ( L 0- L I) KI ]
, ( A1d)

  C31 = b
( q0 - qI )K I+ qR( K0- KR) + d12[ L R( KR- K0) + ( L I- L0) KI ]

2[ LR( K0- KR) + ( L0- L I) KI]
, ( A1e)

  C33 = bd22
L R( KR - K0) + ( L I - L0) KI

2[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
+

     a
q R(- L IK 0 + L 0K R) + qI ( LR K 0+ L0 K I) - q 0( L IK I + LRK R)

2[ LR( K0- KR) + ( L0- L I) KI]
, ( A1f)

  C42 =
- q I[ bLR K 0+ ( a + bL0) K I] + q 0[ ( a + bL I) KI+ bLR K R]

2[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
-

     
q R[ ( a + bL I) K0- ( a + bL0 ) KR]

2[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
, ( A1g)

  C44 =
a
2

# ( A1h)

  A 1 =
- p 0[ ( a + bL I) KI+ bLR K R] + p I[ ( a + bL I) K0- ( a + bL0) KR]

2[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
+

     
p R[ bLR K 0+ ( a + bL 0) KI]

2[ L R( K0- KR) + ( L 0- L I) KI ]
R]

12 +
L R( p 0 - p R) + p I( L0- L I)

2[ L R( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
bD ]

1 , ( A2a)

  A 2 =
b[ (- p 0 + p R) KI + p I( K0- KR) ] + aa11[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]

2[ LR( K0- KR) + ( L0- L I )K I]
R]

11 +

     
- p R( LR K 0+ L0 K I) + p 0( L IK I+ LRK R ) + p I(- L IK 0+ L0 K R)

2[ L R( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
+

     a12
L R( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI

2[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
aR]

22 +

     
LR(- p 0+ p R) + p I( L I- L0) + b12[ L R( K0- KR) + ( L 0- L I) KI ]

2[ LR( K0- KR ) + ( L 0- L I) K I]
aD ]

2 , ( A2b)

  A 3 =
(- q 0+ qI )K I+ qR(- K0+ KR) + a12[ L R( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI ]

2[ LR( K0- KR) + ( L0- L I) KI]
bR]

11 +

     a
- q I( LR K 0+ L0 K I) + q0( L I K I+ LR K R) + q R( L IK 0- L0 K R)

2[ LR( K0- KR) + ( L0- L I) KI]
+

     ba22

L R( K0- KR) + ( L0- L I) KI

2[ LR( K0 - KR) + ( L0- L I) KI]
R]

22 +

     
a[ L R(- q0 + qI) + qR( L0- L I) ] + bb22[ LR( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]

2[ LR( K0- KR) + ( L0- L I) KI]
D

]
2 , ( A2c)

  A 4 =
- q I[ bLR K 0+ ( a + bL0) K I] + q R[ ( a + bL I) K0- ( a + bL0 ) KR]

2[ L R( K0- KR ) + ( L 0- L I) K I]
+

     
q0[ ( a + bL I ) KI+ bLRK R]

2[ L R( K0- KR) + ( L 0- L I) KI ]
R]

12 -
L R( q0 - qI) + qR( L I - L 0)

2[ L R( K0 - KR) + ( L0 - L I) KI]
bD ]

1 # ( A2d)
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P l a n e S t r a i n P r o b l e m o f P i e z o e l e c t r i c S o l i d

W i t h a n E l l i p t i c I n c l u s i o n

DAI Long_chao ,  GUO W an_lin,  SHE C hon g_m in

( College of Aerospace En gin eer in g , Nanjin g Un iver sity of Aeronaut ics &Astr onautics ,

Nanjing 210016, P . R . China )

Abst ra ct : By using the complex variables function theory, a plane strain electr o_elastic analy sis was

performed on a tr ansversely isotropic piezoelectr ic material containing an elliptic elastic inclusion,

which is subje cted to a uniform stress field and a uniform electric displacement loads at infinity.

Based on the pr esent finite element r esults and some related theoretical so lutions, an acceptable c on-

je cture w as found that the stress field is constant inside the elastic inclusion. The str ess field solutions

in the piezoele ctric matrix and the elastic inclusion w ere obtained in the fo rm o f c omplex potentials

based on the impermeable electric boundary conditions.

Key w ords: elliptical inclusion; transversely isotropic; pie zo electric; complex po tential
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