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摘要 :  对求解带有不等式约束的非线性非凸规划问题的一个精确增广 Lagrange函数进行了研究# 

在适当的假设下,给出了原约束问题的局部极小点与增广 Lagrange函数,在原问题变量空间上的无

约束局部极小点之间的对应关系# 进一步地, 在对全局解的一定假设下, 还提供了原约束问题的

全局最优解与增广Lagrange函数, 在原问题变量空间的一个紧子集上的全局最优解之间的一些对

应关系# 因此,从理论上讲, 采用该文给出的增广 Lagrange函数作为辅助函数的乘子法, 可以求得

不等式约束非线性规划问题的最优解和对应的 Lagrange乘子# 
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引   言

求解有约束最优化问题的一类重要方法是构造一个辅助函数, 使得这一函数的无约束极

小点也是有约束问题的极小点,然后用无约束极小化方法求出辅助函数的极小点,从而获得原

问题的最优解# 基于这一思想,无论在理论方面还是从计算角度都有许多的研究,试图通过对

某个辅助函数的一个单一的无约束极小化过程求解有约束非线性规划问题# 相对于序列罚函

数方法而言,通常称这类方法为精确罚函数方法(参看文献[ 1~ 5] )# 

精确罚函数方法基于构造某个依赖于参数的辅助函数,使得对充分大的参数值,这一辅助

函数的无约束极小点也是有约束问题的极小点# 我们将精确罚函数方法分为两类: 一类是基

于精确罚函数的方法(参见文献[ 6~ 9] ) ,另一类是基于精确增广 Lagrange函数的方法(参见文

献[ 10~ 14] )# 通常情况下,当无约束问题的变量与原约束问题的变量在同一空间时, 称为精

确罚函数方法; 而当无约束问题定义在原问题变量与乘子变量的乘积空间时,则称为精确增广

Lagrange函数方法# 

本文提出了一个全局精确的增广Lagrange 函数, 并从理论方面研究了它的精确性# 
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1  问 题阐 述

本文考虑如下的只带有不等式约束的非线性规划问题:

( P)  min f ( x ) , s. t . x I S ,

这里 S = x I X : g ( x) [ 0 是问题(P) 的可行集# 假设 f : R
n y R

1和 g : R
n y R

m都是二

次连续可微函数, X 是R
n中的一个非空紧集# 显然, S也是R

n中的紧集# 我们总假设S 是非

空的# 

问题( P)的局部极小点的集合和全局极小点的集合分别记为 L (P) 和 G (P)# 不等式约束的

指标集记为 I ,即 I = 1, 2, ,, m # 对任意的 x I R
n
, 定义指标集 I ( x) = i I I : g i ( x) =

0 # I ( x ) 称为在 x 处积极的不等式约束指标集# 

问题(P)的Lagrange函数 L : R
n @ R

m y R
1
定义为:

  L ( x, K) = f ( x) + KTg ( x) ,

其中 K= ( K1, K2, ,, Km)
T
称为乘子向量# 

问题( P)的 Karush_Kuhn_Tucker对(简称为 KKT 对)是 R
n @ R

m 中满足下列条件的点( �x ,

�K) :

  �x I S , ¨ xL( �x , �K) = 0, �KT g(�x) = 0,   �K\ 0# ( 1)

这时,我们也称 ( �x , �K) 满足KKT 条件(1) ;而称�x 为问题(P) 的一个KKT点, �K为与�x 相对应的

一个 KKT 乘子向量# 

设 ( �x, �K) 是问题(P) 的一个KKT对,我们称严格互补松弛性条件在(�x, �K) 成立,如果对所

有的 i I I (�x) ,都有 �Ki > 0# 

设 (�x , �K) 是问题( P) 的一个 KKT 对,分别定义指标集 I
+

( �x ) , I
0
(�x) 和锥 C 如下:

  I
+

(�x ) = i I I (�x) : �Ki > 0 , I
0
(�x) = i I I ( �x ) :�Ki = 0 ,

  C = d X 0: g̈ i (�x )
T
d = 0, i I I

+
(�x ) , g̈i (�x )

T
d [ 0, i I I

0
( �x) # 

我们称 �x 是问题(P) 的一个严格局部极小点的二阶充分最优性条件在(�x, �K) 成立, 如果对所

有的 d I C, 都有

  d
T ¨ 2

xL (�x , �K) d > 0,

这里 ¨ 2
xL (�x, �K) = ¨ 2

f (�x) + 6 i I I(�x)�Ki ¨ 2
gi ( �x ) 是问题( P) 的 Lagrange函数在( �x , �K) 处的

Hessian矩阵# 

定义二元函数

  Pc( t , C) =

Ct +
c
2 t

2
,   当 t \-

C
c

;

-
C2

2c
,     当 t [ -

C
c

,

( 2)

其中 c > 0为参数, t I R
1
, C I R

1# 

本文给出问题( P)的增广 Lagrange函数 Fc ( x, K) 如下:

  Fc( x, K) = f ( x) + 6
i I I

Pc[ g i ( x) , Ki ] , ( 3)

其中 x I R
n
, K= ( K1, K2, ,, Km)

T I R
m

, c > 0为罚参数# 

下面我们首先陈述两个预备引理; 然后在第 3节,我们在适当的假设下, 给出原约束问题

( P)的局部极小点与增广Lagrange 函数 Fc ( x, K) 的无约束局部极小点之间的对应关系;最后
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在第 4节,我们在合理的假设下, 给出原约束问题 ( P )的全局最优解与增广 Lagrange 函数

Fc ( x, K) ,在紧集 X 上的全局最优解之间的某些对应关系# 

2  预 备引 理

引理 2. 1  设 (�x , �K) 是问题( P) 的一个KKT 对,且严格互补松弛性条件在( �x , �K) 成立# 

那么,对任意给定的 c > 0,存在 Ec > 0使得对所有的 x I NE
c
( �x ) 成立:

  gi ( x ) \-
�Ki

c
,     如果 i I I ( �x) ;

  gi ( x ) [ -
�Ki

c
= 0,   如果 i I I \ I (�x ) ,

这里 NE
c
(�x ) 是 �x 的Ec 开邻域# 进一步地, 对所有的 x I NE

c
(�x ) 成立:

  Fc( x, �K) = f ( x) + 6
i I I (�x )

�Kigi ( x ) +
c
2

g
2
i ( x) # 

证明  由严格互补松弛性条件在 KKT 对 (�x , �K) 处成立,并根据 Fc ( x, K) 的定义式( 3) ,

我们容易证明该引理的结论成立# 

引理 2. 2  ( � ) 对任意的 t I R
1
, CI R

1
和 c > 0, 不等式Pc ( t , C) \- C

2
/ (2c) 恒成立;

( � ) 对任意的 t [ 0, C I R
1和 c > 0,不等式 Pc ( t , C) [ 0恒成立# 

证明  根据 Pc ( t , C) 的表达式( 2) ,容易证明结论(�)成立# 下面证明结论( �)也成立# 设 C

I R
1
, c > 0# 如果 t \= - C/ c ,即 C+ ct \0, 那么由条件 t [ 0可知, C+ ct / 2 \ C+ ct \

0, 因此有

  Pc( t , C) = Ct +
c
2

t
2

= t C+
c
2

t [ 0# 

如果 t [ - C/ c ,那么 Pc ( t , C) = - C2/ (2c) [ 0# 引理证毕# 

3  局部最优性结果

本节通过两个定理,给出约束问题( P )的局部极小点与增广 Lagrange 函数 Fc( x, K) 的无

约束局部极小点之间的关系# 

定理 3. 1  设 (�x , �K) 是问题( P)的一个KKT 对, 并假设

( � ) 严格互补松弛性条件在 ( �x , �K) 成立;

( � ) �x 是问题( P)的满足二阶充分最优性条件的一个严格局部极小点# 

那么,存在 �c > 0使得对所有的 c I [�c, + ] ) , �x是增广Lagrange函数 Fc (#, �K) 的一个无

约束严格局部极小点,并且Hessian矩阵¨ 2
xFc (�x , �K) 正定# 

证明  首先,由引理 2. 1知, 对任意给定的 c > 0, 存在 Ec > 0使得

  Fc( x, �K) = f ( x) + 6
i I I (�x )

�Kigi ( x ) +
c
2

g
2
i ( x) ,   x I NE

c
(�x)# 

因此,对 x I NE
c
( �x ) 有

   ̈ xFc (�x, �K) = f̈ (�x) + 6
i I I( �x )

�Ki g̈ i (�x ) , ( 4)

   ̈ 2
xFc (�x, �K) = ¨ 2

xL (�x , �K) + c 6
i I I( �x )

g̈ i (�x ) g̈ i (�x)
T# ( 5)

因为 (�x, �K) 是问题( P)的一个 KKT 对,所以由( 4)式得 ¨ xFc (�x , �K) = 0,这说明对任意 c > 0,
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�x 是Fc (#, �K) 的一个平稳点# 

由定理的条件 ( � ) 和 ( � ) 可知, d
T ¨ 2

xLc (�x , �K) d > 0 对所有的 d I C = d X 0:

g̈i ( �x )
T
d = 0, i I I (�x ) 成立# 下面我们证明:对充分大的 c > 0,  ̈ 2

xFc( �x , �K) 是正定的# 

用反证法, 假设不存在�c > 0使得对所有的 c I [�c, + ] ) ,  ̈ 2
xFc( �x, �K) 是正定的,那么,对每个

正整数 k 存在 ck \ k 和dk I R
n
, 且 +dk + = 1, 使得

  d
T
k¨ 2

xFc
k
(�x, �K) dk = d

T
k  ̈ 2

xL ( �x, �K) dk + ck 6
i I I( �x)

[ g̈i ( �x )
T
dk ]

2 [ 0# ( 6)

因为对所有的 k 有 +dk + = 1, 所以, dk 存在一个收敛子列# 设这一收敛子列的极限为

�d , 则 +�d + = 1# 对于这个收敛子列, 因为当 k y+ ] 时,不等式(6) 左端的第一项趋于常

数�dT ¨ 2
xL( �x , �K)�d , 所以, 要使(6) 式对所有的 k成立, 必有 g̈ i (�x )

T�d = 0对每个 i I I ( �x )

成立# 因此�d I C# 仍由( 6)式可知, d
T
k ¨ 2

xL( �x , �K) dk [ 0对所有的 k成立, 所以有�d
T ̈ 2

xL ( �x ,

�K)�d [ 0,这与二阶充分最优性条件在(�x, �K) 成立的假设相矛盾# 因此, 存在�c > 0使得对所

有的 c \�c,  ̈ 2
xFc( �x , �K) 是正定的,从而可知, 当 c \�c 时�x 是Fc( #, �K) 的一个无约束严格局部

极小点# 定理证毕# 

定理 3. 2  设 �x I S ,并假设�K= (�K1, ,,�Km)
T \0使得对每个 i I I (�x ) 有�Ki > 0,而对

每个 i I I \ I (�x) 有�Ki = 0# 考虑定义在 K= �K的增广Lagrange函数 Fc ( #, �K) , 其中 c > 0# 

那么,

( � ) 如果 �x 是Fc (#, �K) 的一个稳定点, 则(�x, �K) 是问题( P)的一个 KKT 对;

( � ) 如果 �x 是Fc (#, �K) 的一个无约束严格局部极小点,并且Hessian矩阵 ̈ 2
xFc( �x , �K) 正

定,则 �x 是问题( P)的一个严格局部极小点, 并且满足二阶充分最优性条件# 

证明  按照和引理 2. 1相似的证明过程可知,对任意给定的 c > 0,存在 Ec > 0使得

  Fc( x, �K) = f ( x) + 6
i I I (�x )

�Kigi ( x ) +
c
2 g

2
i ( x) ,   x I NE

c
(�x)# 

因此( 4)式和( 5)式成立# 于是由( 4)式和定理的假设易知结论( � )成立# 

下面我们证明( � )也成立# 事实上,如果�x是Fc (#, �K) 的一个无约束严格局部极小点,则

由( � ) 知, ( �x , �K) 是问题(P)的一个KKT 对# 因为  ̈ 2
xFc(�x, �K) 是正定的, 所以由(5) 式可得,

对任意的 d I C = d X 0: g̈i ( �x )
T
d = 0, i I I (�x) , 有

  d
T ¨ 2

xL (�x, �K) d = d
T ¨ 2

xFc (�x , �K) d - c 6
i I I (�x )

[ g̈ i (�x)
T
d]

2
=

    d
T ̈ 2

xFc( �x , �K) d > 0# 

因此, �x 是问题( P)的一个严格局部极小点, 且满足二阶充分最优性条件# 定理证毕# 

4  全局最优性结果

本节考虑全局最优性# 

定理 4. 1  假设 G(P) 是单点集,而 �x 是问题(P) 的唯一全局最优解, �K是与�x 相对应的

KKT 乘子向量,并且假设定理 3. 1的条件( � )和( � )均成立# 那么,存在 c
*

> 0使得对所有

的 c I [ c
*

, + ] ) , �x 是增广Lagrange函数 Fc ( #, �K) 在 X 上的唯一全局极小点# 

证明  由定理 3. 1知,存在�c > 0使得对任意的 c I [�c, + ] ) , �x是Fc ( #, �K) 的一个无约

束严格局部极小点# 因此存在�E> 0使得
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  Fc( x, �K) > Fc (�x, �K) ( 7)

对所有的 x I N�E( �x ) H X , x X �x 成立# 
下面我们用反证法证明定理的结论成立# 假设对任意的正整数 k \�c,存在 ck \ k 和xk

I X , xk X �x , 使得

  Fc
k
( xk , �K) [ Fc

k
( �x , �K)# ( 8)

由引理2. 1知,对所有的 c I [�c, + ] ) 和所有的 k \�c, 均有

  Fc(�x, �K) = f (�x ) = Fc
k
(�x , �K)# 

因此, ( 8)式即化为

  f ( xk ) + 6
i I I

Pc
k
[ g i ( xk) ,�Ki ] [ f (�x ) , ( 9)

并且由( 7)式和( 8)式知, xk k \�c A X \ N�E( �x) # 根据 X \ N�E(�x ) 的紧性, xk k \�c 必存在子

列收敛于X \ N�E( �x ) 中的点# 不失一般性,假设 xk k \�c 收敛于x
* I X \ N�E(�x)# 

如果 x
* I X \ [ S G N�E(�x ) ] , 那么存在某个 i 0 I I 使得g i

0
( x

*
)> 0# 由 g i

0
( x)在 x

* 处的

连续性和 xk y x
* 可知,当 k y+ ] 时, gi

0
( xk) y g i

0
( x

*
)# 因此, 存在某个正整数 K \�c 使得

对所有的 k \K , gi
0
( xk)> 0\- �Ki

0
/ ck# 从而由 Pc ( t , C) 的表达式和引理 2. 2的结论( � )可

得

f ( xk) + 6
i I I

Pc
k
[ g i ( xk) , �Ki ] = f ( xk) + 6

i I I , i X i
0

Pc
k
[ gi ( xk) , �Ki ] + Pc

k
[ g i

0
( xk) , �Ki

0
] \

  f ( xk) + 6
i I I , i X i

0

-
�K2i
2ck

+ �Ki
0
g i

0
( xk) +

ck

2
g
2
i
0
( xk) y+ ] ,   当 k y+ ] # 

在(9)式中令 k y+ ] ,得到+ ] [ f ( �x ) , 这是一个矛盾# 

如果 x
* I S \ N�E(�x) , 则由(9)式和引理 2. 2( � )得

  f (�x) > f ( xk ) + 6
i I I

Pc
k
[ g i ( xk ) ,�Ki ] \ f ( xk) + 6

i I I

-
�K2i
2ck

# 

在上式中令 k y+ ] , 得到 f (�x) \ f ( x
*

) , 这与�x 是问题(P)的唯一全局最优解相矛盾# 定理

证毕# 

定理 4. 2  假设 G(P) 是单点集,并且�x I int S是问题(P) 的唯一全局最优解, �K是与�x相

对应的KKT 乘子向量# 那么, 存在 c0 > 0使得对所有的 c I [ c0, + ] ) , Fc ( #, �K) 在X 上的

任一全局极小点均属于原约束问题(P) 的可行集 S# 

证明  因为 �x I int S是问题(P)的唯一全局最优解,而�K是与�x 相对应的KKT乘子向量,

所以 gi (�x ) < 0和�Ki = 0对每个 i I I 成立,并且 f ( �x) < f (x) 对所有的 x I S, x X �x 成立# 

下面我们采用反证法# 假设对任意正整数 k, 存在 c k \ k 和Fc
k
( #, �K) 在 X 上的一个全局

极小点 xc
k
使得

  xc
k

I X \ S A X \ int S# 

因为 X \ int S 是R
n 中的紧集, 所以 xc

k 存在子列收敛于X \ int S 中的点# 不妨设 xc
k

y x
*

I X / int S# 对于每个 k ,由于 xc
k
是Fc

k
( #, �K) 在 X 上的一个全局极小点, 所以

  Fc
k
( xc

k
, �K) > Fc

k
( x , �K)

对任意的 x I X 成立# 因为 g i (�x) < 0 = - �Ki / ck 对每个 i I I 成立, 所以

  Fc
k
(�x , �K) = f ( �x) + 6

i I I

Pc
k
[ g i (�xk) ,�Ki ] = f (�x ) + 6

i I I

-
�K2i
2ck

= f (�x ) ,
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于是,在上面的不等式中取 x = �x 可得

  f ( xc
k
) + 6

i I I

Pc
k
[ g i ( xc

k
) ,�Ki ] [ f (�x )# ( 10)

现在我们分两种情况进行讨论:

( � ) 如果 x
* I X \ S ,则存在某个 i0 I I 使得gi

0
( x

*
) > 0# 由于当 k y+ ] 时 xc

k
y

x
*

,所以存在正整数 K 使得g i
0
( xc

k
) > 0 = - �Ki

0
/ ck对所有的 k \ K 成立# 于是由 Pc ( t , C)

的定义式和引理 2. 2( � )可得

f ( xc
k
) + 6

i I I

Pc
k
[ g i ( xc

k
) , �Ki ] = f ( xc

k
) + 6

i I I , i X i
0

Pc
k
[ g i ( xc

k
) ,�Ki ] + Pc

k
[ g i

0
( xc

k
) ,�Ki

0
] \

  f ( xc
k
) + 6

i I I , i X i
0

-
�K2i
2ck

+ �Ki
0
g i

0
( xc

k
) +

ck

2
g
2
i
0
( xc

k
) y+ ] ,   当 k y+ ] # 

在( 10)式中令 k y+ ] ,得到+ ] [ f (�x) , 这是一个矛盾# 

( � ) 如果 x
* I 5S , 则由( 10)式和引理 2. 2( � )得

  f (�x) \ f ( xc
k
) + 6

i I I

-
�K2i
2ck

= f ( xc
k
) ,

令 k y+ ] ,得到 f (�x ) \ f ( x
*

) ,这与 �x I int S 是问题( P)的唯一全局极小点相矛盾# 定理

证毕# 

定理 4. 3  假设 �x I S H intX 是Fc( #, �K) 在X 上的一个全局极小点,这里 c > 0,且 �K=

(�K1, ,,�Km)
T \ 0使得对每个 i I I (�x) 有�Ki > 0,而对每个 i I I \ I ( �x) 有�Ki = 0# 那么, �x

是问题(P) 的一个全局最优解,并且(�x , �K) 是问题( P)的一个 KKT 对# 

证明  首先,由 �x I intX 是Fc( #, �K) 在X 上的一个全局极小点可知, �x 也是Fc (#, �K) 的一

个无约束局部极小点,所以 �x 是Fc( #, �K) 的一个稳定点,于是由定理 3. 2 ( � ) 得知, (�x , �K) 是

问题( P)的一个KKT 对# 

下面我们证明 �x是问题(P) 的一个全局最优解# 仍用反证法,并假设存在 x
* I S, x

* X

�x ,使得 f ( x
*

) < f (�x )# x
* I S 蕴涵g i ( x

*
) [ 0对所有的 i I I 成立# 由引理2. 2( � ) ,并

注意到 Fc (�x , �K) = f ( �x ) , 我们有

  Fc( x
*

, �K) = f ( x
*

) + 6
i I I

Pc
k
[ g i ( x

*
) , �Ki ] [ f ( x

*
) < f ( �x ) = Fc (�x , �K) ,

这与 �x 是Fc ( #, �K) 在 X 上的全局极小点相矛盾# 定理证毕# 
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Exact Augmented Lagrangian Function for Nonlinear

Programming Problems With Inequality Constraints
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Abstract: An exact augmented Lagrangian function for the nonlinear nonconvex programming prob-

lems with inequality constraints was discussed. Under suitable hypotheses, the relationship was estab-

lished between the local unconstrained minimizers of the augmented Lagrangian function on the space

of problem variables and the local minimizers of the original constrained problem. Furthermore, under

some assumptions, the relationship was also established between the global solutions of the augment-

ed Lagrangian function on some compact subset of the space of problem variables and the global solu-

tions of the constrained problem. Therefore, from the theoretical point of view, a solution of the in-

equality constrained problem and the corresponding values of the Lagrange multipliers can be found by

the well known method of multipliers which resort to the unconstrained minimization of the augmented

Lagrangian function presented.

Key words: local minimizer; global minimizer; nonlinear programming; exact penalty function; aug-

mented Lagrangian function
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