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摘要:  在区域[ 0, 1]上利用反馈控制律研究MKdV_Burgers 方程的边界控制问题# 首先给出MKdV_

Burgers 方程在边界条件下存在局部经典解, 在此基础上给出方程的解先验性估计, 随后利用反馈

控制律证明MKdV_Burgers 方程的弱解的存在性以及解的全局指数稳定性、渐进稳定性# 
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引   言

由于非线性偏微分方程的边界控制具有很强的应用背景,因而引起数学物理以及控制工

程等方面学者的关注# Russell 和 Zhang[ 1]得到了 KdV 方程的边界稳定性和精确可控性;

Naumkin [ 2]等在实数域上研究非线性偏微分方程的边界控制; Liu和 Krstic[ 3]利用反馈控制研究

了KdV_Burgers方程的边界控制以及数值分析# 在上述工作的基础上, 我们利用反馈控制研究

MKdV_Burgers方程的边界控制# 

在本文我们研究如下形式的MKdV_Burgers方程的边界控制:

  ut - Euxx + uxxx + 6u
2
ux = 0   (0 < x < 1, t > 0) , ( 1)

  u(0, t ) = ux (1, t ) = 0, u( x , 0) = u
0
( x )   (0 < x < 1, t > 0) , ( 2)

  uxx (1, t ) = k 1u (1, t ) 3+ k 2u(1, t )   ( t > 0)# ( 3)

定义 1  若一个函数 u( x , t ) I C ( [ 0, T ] , H
1
0(0, 1) ) 且满足如下的方程

  3u t ( t ) , U4- E3ux , Ux4- 3ux , Uxx4- 3uux , U4 =

    3[ k1u(1, t )
3
+ k2u(1, t ) ] , U(1, t )4- 3u

0
, U( 0)4, ( 4)

则 u ( x , t ) 称为系统( 1) ~ ( 3)的一个弱解# 

在本文第 1节给出的主要定理和主要符号;在第 2节给出由方程( 1) ~ ( 3)所表示系统的

解的稳定性和存在性的证明# 
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1  主要符号和主要定理

设方程( 1) ~ ( 3)解的高阶能量为 V( t ) = Q
1

0
ux ( x , t )

2dx ;H
s
(0, 1) 是通常的 Sobolev空间,

令:

  H
1
0 = U I H

1
(0, 1) : U(0) = 0 ,

  H
2
0(0, 1) = U I H

2
(0, 1) : U(0) = Ux(1) = 0 ,

  H
3
0(0, 1) = U I H

3
(0, 1) : U(0) = Ux(1) = Uxx(1) = 0 # 

X 是 Banach空间, + # +、(#, #) 分别表示在 L
2
(0, 1) 上的范数和内积# 定义算子L 为Lu

= - uxxx + Euxx ,其定义域为 D( L ) = H
3
0(0, 1) ;则算子L 的伴随算子L

* 为L
*
u = uxxx + Euxx ,

其定义域为D( L
*
) = u I H

3
0(0, 1) # 易知算子L 和L

* 在 L
2
(0, 1) 上是稠密耗散线性闭算

子且 L 是压缩算子半群C0的一个无穷小生成元# 令:

  W = X I C
2
( [ 0, T ] ; H

1
0(0, 1) ) : X( x , 0) = u

0
( x ) ,

    Xt ( x , 0) = Eu0
xx ( x ) - u

0
xxx( x ) - 6u0

2

( x ) u
0
x ( x ) ,

  + X+W = max
0 [ t [ T

( +Xx ( t ) +2
+ + Xx t ( t ) +2

+ + Xx tt ( t ) +2
)

1/ 2
,

显然 W是一个 Banach空间# 

定理 1  1) 若初值 u
0
( x ) I H

1
0(0, 1) , 则由( 1) ~ (3) 所表示的系统存在一个弱解 u,且 u

满足如下的 L
2 全局指数稳定性:

  +u ( t ) +2 [ +u
0 +2e- 2Et

,   P t \ 0, ( 5)

以及 H
1 全局渐进和半全局指数稳定性:

  max
0 [ x [ 1

u( x , t )
2 [ +ux ( t ) +2 [ M1 +u

0
x +2exp( M2 +u

0 +2
) e- Et ,   P t \ 0, ( 6)

其中 M 1和 M 2是正的实常数# 

2) 若初值 u
0
( x ) I H

3
0(0, 1) 且满足相容性条件 u

0
xx (1) = k 1u

0
(1) 3+ k 2u

0
(1) ,则存在一个

全局经典解 u 且u 满足: u I C( [ 0, T ] ; H
3
0(0, 1) ) H C

1
( [ 0, T ] ;H

1
0(0, 1) ) , 且有:

  +u +2
H
3 [ M3 +u

0+2
H

3exp[ M4F( +u
0+2

H
3) ] e- Et# ( 7)

定理 2  令 X =
E+ 8
8

, k = max 2,
12
E+ 8

X/E

, F( r ) = r
2
+ r

4+ 4X/E
,

1) 若初值 u
0
( x ) I H

1
0(0, 1) , 则系统(1) ~ (3) 存在一个解 u且u解满足如下的全局渐进

和半全局指数稳定

  +u ( t ) +2 [ K ( +u
0 +2

+ +u
0 +2+ 2 X/ E

) e
- 2 Xt

,   P t \ 0, ( 8)

以及对 P t \ 0, 有

  max
0 [ x [ 1

u( x , t )
2 [ +ux ( t ) +2 [ cF ( +u

0 +H
1) exp[ cF ( +u

0 +) ] e
- Xt# ( 9)

2) 对初值 u
0
( x ) I H

2
0(0, 1) HH

3
(0, 1) 且满足相容性条件 u

0
xx (1) = k 1u

0
(1) 3+ k2u

0
(1) ,

则系统存在一个全局古典解 u 满足如下的全局渐进和半全局指数稳定性估计:

  +u +2
H
3 [ c 6

3

i

F
i
( +u

0 +H
3) exp[ cF ( +u

0 +) ] e- Xt
,   P t \ 0# ( 10)

2  定理的证明

为了证明定理 1和定理 2, 需要首先来证明一个引理# 
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引理 1  假设 u
0
( x ) I H

2
0(0, 1) H H

7
(0, 1) 且 u

0
xx (1) = k1u

0
(1) 3+ k2u

0
(1) ,则在 T > 0

时,方程(1) ~ (3) 存在唯一的局部古典解 u# 

证明  首先证明对任意一个固定的 X I W, 如下的方程有一个解 u I W:

  ut - Euxx + uxxx + 6X2 Xx = 0,   0 < x < 1, t > 0, ( 11)

  
u(0, t ) = ux (1, t ) = 0, u ( x , 0) = u

0
,

uxx (1, t ) = k1u(1, t )
3
+ k 2u (1, t )   t > 0# 

( 12)

定义非线性变换 A: A X= u,若利用 Banach不动点原理能证明A 有一个固定点u
*
,则 u

*

就是满足方程( 1) ~ ( 3)的解# 为此令:

  W=
1
2 x ( x - 1)

2
[ k 1X

3
(1, t ) + k 2X(1, t ) ] ,   v = u - W,

由算子 L 的定义可知,方程( 11) ~ ( 12)可改写为如下抽象的Cauchy问题:

  vt = Lv + f , v( 0) = v
0
,

假设 X, f 对x 和 t可微,且知定义在 L
2
(0, 1) 的线性算子L 是压缩半群C0的无穷小生成元,则

由半群理论可知,方程(11)、(12) 存在唯一的解 v 且 v 满足:

  v I C
1
( [ 0, T ] ; L

2
(0, 1) ) H C ( [ 0, T ] ; H

3
0(0, 1) ) ,

因此方程( 11)、( 12)存在唯一的解: u = v + W I C
1
( [ 0, T ] ; L

2
(0, 1) ) H C ( [ 0, T ] )# 

若进一步假设初始值 u
0是充分正则的, 则 u 也是充分正则的# 设 X, u0 是充分光滑,且

设 u1, u2 分别是对应 X1, X2和初始值 u
0
1, u

0
2的方程( 11)、( 12)的解# 令:

  z = u1- u2, z
0
= u

0
1- u

0
2, G= X1- X2,

则可得:

  z t - Ezxx + zxxx + 6X21Gx + 6G( X1+ X2) X2x = 0,   0 < x < 1, 0 < t < T# ( 13)

设 C ( s1, s2) 是一个一般的线性连续函数, 对一般的函数 < = <( x , t ) , 我们定义:

  + <+ ] = max
0 [ x [ 1
0 [ t [ T

| <( x , t ) | , + <+0, ] = max
0 [ t [ T

| <( t ) | ,

  + <+1, ] = + <t + ] + max
0 [ t [ T

| <x ( t ) | # 

对( 13)进行分部积分可得:

  d
dtQ

1

0
z ( t )

2dx = 2Q
1

0
z [ Ezxx - zxxx - 6X21Gx - 6G( X1+ X2) X2x ] dx [

    ( + G+2
] + + Gx +2

0, ] ) C( + X1 +W, +X2+W)

即:

  +z ( t ) +2 [ T + G+W C ( +X1 +W , +X2 +W) + +z
0+2# 

同理可得:

  +zx +2 [ T +G+W # C( +X1+W, +X2 +W ) + +z
0
x +2

, ( 14)

对 +zx t +2、+zt +2、+z tt +2、+zx tt +2可得到类似的结论# 

对任意的 X I W, U0 I H
2
0(0, 1) H H

7
(0, 1) ,由稠密性定理可知,方程(11)、(12) 的解 u满

足 u I C
2
( [ 0, T ] , H

1
0(0, 1) )# 进一步还可推知,对 u( x , 0) = u

0
( x ) , 有

  ut ( x , 0) = Eu0
xx ( x ) - u

0
xxx( x ) - 6( u0

( x ) )
2
u
0
x ( x ) ,

因此可得 u I W以及A: W y W且在W中满足(14)# 设 X2 = 0, u
0
2 = 0, 所以

  +AX+2
W [ +u(0) +2

+ +u
0
x (0) +2

+ +u t (0) +2
+ + uxt (0) +2

+
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    + utt (0) +2
+ +uxtt (0) +2

+ T + X+2
WC ( +X+W ) [

    R
2
+ T +X+2

WC( + X+W) ,

其中 R = R ( +u
0 +H

7) 是实常数# 若令 B (0, 2R) = X I W: + X+W [ 2R , 且设 T 充分

小,则可得到 +A X+2
W [ R

2
+ TR

2
C( R ) [ 4R2

,则我们有: A B B (0, 2R ) y B(0, 2R )# 如果

假设 T 充分小且满足TC (R ) < 1,则知 A 是压缩变换, 所以由Banach不动点原理可推得A 有

一个固定的点 u
* I W# 因此对充分小的T ,方程(1) ~ (3) 存在唯一的解 u

*
, 因此引理 1得

证# 

定理 1和定理2的证明# 

为了证明方程解的存在性和唯一性,为此先给方程( 1)的先验估计# 

1) 稳定性的估计

首先由引理 1可知,方程( 1) ~ ( 3)所表示的系统存在一个局部解 u# 易知不等式 ( 5)可

以由能量不等式得到# 事实上我们有:

  d
dtQ

1

0
u
2dx = 2Q

1

0
uutdx [ - 2E+ux +2 [ - 2EQ

1

0
u
2dx ,

既可推知 +u +2 [ + u
0 +e- 2Et

, 因此 ( 5) 式成立# 

下面我们利用 Liapunov函数Q
1

0
( x + 1) u ( t )

2
dt 来证明( 8) # 由( 1)可得:

  d
dtQ

1

0
( x + 1) u2dx [ EQ

1

0
( u

2
+ u

2
x)dx - 2EQ

1

0
u
2
x dx + 3+ ux +2Q

1

0
u
2dx - 4Q

1

0
u
2
xdx [

    -
E
2

+ 4 Q
1

0
u
2
x dx + 3+ux +2# + u

0 +e- 2Et
=

    -
E+ 8- 6+u

0 +2
e
- 2Et

2 Q
1

0
u
2
xdx# ( 15)

设 T 0 =

0,   + u
0+2 [ 1

12( E+ 8) ,

1
2E

ln
12+ u

0+2

E+ 8
,   +u

0 +2
>

1
12

( E+ 8) ,

于是可以得到:

  Q
1

0
u
2
dx [ Q

1

0
( x + 1) u

2
dx [ 2+u

0 +e
- 2ET

0e
- 2Xt

,   P t \ T 0,

  Q
1

0
u
2dx [ +u

0 +2e- 2Et [ 12
E+ 8

X/ E

+u
0 +2+ 2 X/ E#e- 2 Xt

,   0 [ t [ T 0# ( 16)

令K = max 2, (12/ ( E+ 8) ) X/E , 则由( 16)可以得到( 8)# 为了得到( 9) ,构造如下函数:

  B( t) = k2u(1, t )
2
+ ( k1 + 6) u(1, t )

4
+ ( E+ 4)Q

1

0
u
2
x dx + u

2
x(0, t )# 

由( 15)可得:

  d
dtQ

1

0
( x + 1) u

2
dx + B ( t ) [ 3Q

1

0
u
4
dx + EQ

1

0
u
2
dx [ 3 Q

1

0
u
2dx

2

+ EQ
1

0
u
2
dx , ( 17)

在( 17)两边同乘以 e Xt , 则可知:

  d
dt

eXtQ
1

0
( x + 1) u2dx + e XtB( t ) [ C ( +u

0 +2
+ +u

0 +4+ 4 X/E
) e- Xt

, ( 18)

其中 C = C( E, X) 是一个一般的线性连续函数# 对( 18)从 0到 ] 积分可得:

  Q
]

0
eXsB( s )ds [ cF( + u

0+) , ( 19)
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另外 V( t ) 由的定义, u( x , t )
2
= Q

1

0
uxdx

2

[ xQ
1

0
u
2
x dx [ V( t ) 以及

  12Q
1

0
u
2
uxuxx dx [ 18

EQ
1

0
u
4
u
2
xdx + 2EQ

1

0
u
2
xxdx [ 18

E
V( t )

3
+ 2EQ

1

0
u
2
xxdx ,

可知:

  ÛV( t ) [ 2k
2
1V( t ) u(1, t )

4
+

18
E
V( t )

3
+ 2k

2
2V( t )# ( 20)

在( 20)两边同乘以 e Xt , 我们有:

  d
dt ( e

Xt
V( t ) ) [ Xe

Xt
V( t ) + 2k

2
1u(1, t )

4
+

18
EV( t )

2
+ 2k

2
2 V( t ) e

Xt
, ( 21)

对( 21)从 0到 t积分并利用( 19) ,可推知:

  eXtV( t ) [ cF ( +u
0 +H

1) exp[ cF ( +u
0 +) ] ,

因此由嵌入定理可知:

  +ux ( t ) +2 [ cF ( + u
0 +H

1) exp[ cF ( + u
0 +) ] e- Xt

,   P t \0

即( 9)成立# 同理我们可得:

  +u t +2 [ 2+ ut (0) +2exp Q
1

0
162+ ux( s ) +4ds e- Xt [

    cF ( +u
0 +

H
3 ) exp[ cF2

( +u
0 +) ] e- Xt

, ( 22)

所以:

  +uxx +2 [ c( +u t +2
+ +ux +2

+ +ux +4
+ + ux +6

+ + ux +8
) [

    c 6
4

i= 1
F

i
( +u

0 +H
3 ) exp[ cF

2
( +u

0 +) ] e
- Xt

, ( 23)

类似( 23)并利用( 1)可得:

  +uxxx +2 [ c( +uxx +2
+ +ut +2

+ +ux +6
) [

    c 6
4

i= 1

F
i
( +u

0 +H3 ) exp[ cF2
( +u

0 +) ] e- Xt
,

因此有:

  +u
0 +2

H
3 [ 3+uxx +2

+ +uxxx +2 [ c 6
4

i= 1
F

i
( + u

0+H
3) exp[ cF2

( +u
0 +) ] e- Xt

,

即( 10)成立# 类似上述过程,我们可推得( 6)、( 7)成立# 

2) 解对初始值的连续依赖性

由( 5)、( 6)、( 8)、( 9) ,我们可知解的估计式( 5) ~ ( 10)是成立的# 下面研究解对初始值的

连续依赖性# 

在( 11)用 u1, u2和 z 来代替 X1, X2和 G有:

  z t - Ezxx + zxxx + 6u
2
1zx + 6z ( u1+ u2) u2x = 0,   0 < x < 1, 0 < t < T,

于是有:

  d
dtQ

1

0
z ( t )

2dx = 2Q
1

0
z [ Ezxx - zxxx - 6u21zx - 6z ( u1+ u2) u2x ] dx [

    - 2z (1, t ) zxx (1, t ) - z
2
x(0, t ) - 2E+zx +2

+

    2+z +(6+u
2
1 + +zx + + 6+z + +u1+ u2 + +u2x +) ,

由( 19)可得:
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  +u1( t ) - u2( t ) +2 [ 6+u
0
1- u

0
2+2exp cQ

1

0
+ u1x ( s) +2

+ + u2x ( s) +2ds [

    6C( +u
0
1 +, + u

0
2 +) +u

0
1- u

0
2 +2

,   t \ 0, ( 24)

同时有:

  Q
]

0
( zx (0, t )

2
+ +zx ( t ) +2

)dt [ C( +u
0
1+ , +u

0
2 +) +u

0
1- u

0
2+2

, ( 25)

另外还可得:

  d
dtQ

1

0
z
2
x ( t )dx = 2Q

1

0
zxx [- Ezxx + zxxx + 6u

2
1zx + 6z ( u1+ u2) u2x ] dx [

    z
2
xx(1, t ) - z

2
xx (0, t ) - 2E+zxx +2

+

    2+zxx +( + u
2
1 + +zx + + + u2x + +z +( +u1+ u2 +) )# ( 26)

利用( 19)和( 25)有:

  +u1x( t ) - u2x( t ) +2 [ C( +u
0
1 +, + u

0
2+) +u

0
1- u

0
2 +2

, ( 27)

进一步还可得到:

  d
dtQ

1

0
zt ( t )

2dx = 2Q
1

0
z t # z ttdx [

    - 2zt (1, t ) zxxt (1, t ) - z
2
x t (0, t ) - 2E+zx t +2

+

    2+zt +(6+u
2
1t + +zx t + + 6+zt + +u1t + u2t + +u2xt +) [

    c +z +2 6
2

i= 1

( +u it +2
+ +u ix t +2

) + c +zx +2 6
2

i= 1

+uit +2
+

    c +zt +2 6
2

i= 1

( + uix +2
+ + uix +2

) , ( 28)

进一步还可得到:

  Q
]

0 6
2

i= 1

+uixt +2 dt [ C( +u
0
1 +H

3 , +u
0
2 +H

3)# 

因此由( 10)、( 22)、( 24)、( 25)、( 28)可推知:

  +u1x( t ) - u2x( t ) +2 [ C( +u
0
1 +H

3 , +u
0
2 +H

3) +u
0
1- u

0
2 +2

H
3 ,   t \ 0, ( 29)

于是我们有:

  +u1( t ) - u2( t ) +2

H
3 [ C( + u

0
1+H

3, +u
0
2 +H

3 ) +u
0
1- u

0
2+2

H
3,   t \ 0# ( 30)

3) 局部弱解和古典解的存在和唯一性的证明

对任意的 u
0
( x ) I H

1
0(0, 1) ,由(27)、(29)、(30) 并利用稠密性可得到:系统(1) ~ (3) 存在

一个局部弱解和局部经典解# 进一步对任意的初始值 u
0
( x ) I H

2
0(0, 1) H H

3
(0, 1) , 可证方

程( 1) ~ ( 3)存在一个局部经典解# 解的唯一性的证明由( 27)可直接得到# 

4) 全局弱解和经典解的存在和唯一性

由( 5)、( 8)、( 9) , 解在有限时间内不会破裂且局部解可以延伸到无穷, 因此我们就得到了

全局弱解和经典解的存在和唯一性# 

由此我们就完成了全部的证明# 
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Boundary Control of MKdV_Burgers Equation

TIAN Li_xin
1
,  ZHAO Zhi_feng1, 2,  WANG Jing_feng1

( 1. Nonlin ea r Scientific Resear ch Center , Faculty of Scien ce ,

Jian gsu Un iv er sity , Zhenjian g , Jian gsu 212013, P . R . China ;

2. Zhenjiang Water cr aft College of PLA , Zhenjiang , Jiangsu 212013, P . R . China )

Abstract: The boundary control of MKdV_Burgers equation was considered by feedback control on the

domain[0, 1] . The existence of the solution of MKdV_Burgers equation with the feedback control law

was proved. On the base, priori estimates for the solution was given. At last, the existence of the

weak solution of MKdV_Burgers equation was proved and global_exponential and asymptotic stability

of the solution of MKdV_Burgers equation was given.

Key words: Boundary control; feedback control law; MKdV_Burgers equation
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