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大型不正定陀螺系统本征值问题
X
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(大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室, 大连 116023)

(我刊编委钟万勰来稿)

摘要:  陀螺动力系统可以导入哈密顿辛几何体系, 在哈密顿陀螺系统的辛子空间迭代法的基础

上提出了一种能够有效计算大型不正定哈密顿函数的陀螺系统本征值问题的算法# 利用陀螺矩

阵既为哈密顿矩阵而本征值又是纯虚数或零的特点, 将对应哈密顿函数为负的本征值分离开来,

构造出对应哈密顿函数全为正的本征值问题,利用陀螺系统的辛子空间迭代法计算出正定哈密顿

矩阵的本征值,从而解决了大型不正定陀螺系统的本征值问题,算例证明, 本征解收敛得很快# 
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引   言

高转速是近代旋转机械的一个重要特征,陀螺效应将无法忽视, 而这也必将导致大型陀螺

特征值问题[ 1, 2]# 陀螺系统特征值问题一直是转子动力学提出的一个典型的数学问题# 在结

构动力学中,求解大型对称矩阵的特征值问题已经有很多方法, 子空间迭代法就是工程中很常

用的方法# 由于哈密顿矩阵与对称矩阵有许多一一对应的特点,利用这些特点,能够发展出与

求解对称阵本征值相当的陀螺特征值问题的迭代算法# 文献[ 3]基于控制理论与结构力学互

相模拟的特点提出了求解哈密顿矩阵本征值的辛子空间迭代法, 这种方法是在原状态变量及

其对偶变量组成的全空间内做变换,是一种接触变换, 与在原空间内的点变换不同, 能够更好

地保持原系统的特性[ 4]# 对于维数不大的陀螺矩阵特征值问题, 已经有了比较成熟的算

法[ 1] , [ 5, 6]# 当系统维数 n 比较大时文献[ 7]和文献[ 8]给出了用于求解大型哈密顿系统主要本

征值的辛求解算法, 基于此本文发展出求解不正定哈密顿函数的陀螺系统本征值的算法# 

1  陀 螺系 统

方程( 1)为相应陀螺动力系统的拉格朗日函数

  L ( q, Ûq ) = ÛqTMÛq/ 2 + ÛqTGq/ 2- q
T
Kq/ 2, ( 1)
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其中 q 为n 维广义位移向量# 由此可导出自由振动方程

  M&q + GÛq + Kq = 0, ( 2)

其中 K通常无法保证正定,陀螺项 G是n @ n维的反对称矩阵# 对于系统(2) , 矩阵满足M=

M
T
> 0, K = K

T和 G = - G
T# 

其实分离变量法对陀螺系统也是可以发挥作用的# 其关键的一步是要采用状态空间法# 

通过引入广义动量将方程( 1)写为:

  p = 5L / 5Ûq = MÛq + Gq/ 2, ( 3)

或    Ûq = - M
- 1
Gq/ 2 + M

- 1
p# ( 4)

相应的哈密顿函数

  H ( q, p) = p
TÛq - L ( q, Ûq ) = ÛqTMÛq/ 2 + q

T
Kq/ 2 =

    p
T
M

- 1
p / 2- p

T
M

- 1
Gq/ 2+ q

T
( K + G

T
M

- 1
G/ 4) q/ 2,

可以写成为:

  
H ( q, p) = p

T
Dp/ 2 + p

T
Aq + q

T
Bq/ 2,

D = M
- 1

, A = - M
- 1
G/ 2, B = K + G

T
M

- 1
G/ 4,

( 5)

注意, D 为对称正定阵, B阵为对称但未必能保证为正定,因为 K 阵未必能保证正定# 

相应的变分原理为:

  DQ
t
f

t
0

[ p
TÛq - H ( q, p) ] dt = 0, ( 6)

完成变分推导, 可以得到( 7)式的正则方程

  Ûq = 5H /5 p = Aq + Dp , ( 7a)

  Ûp = - 5H / 5 q = - Bq - A
T
p , ( 7b)

将 q, p 合在一起组成全状态向量 v( t )

  v = q
T
, p

T T
, ( 8)

于是对偶正则方程便成为:

  Ûv = Hv , ( 9)

其中哈密顿矩阵 H 为:

  H =
A D

- B - A
T , ( 10)

初值条件是

  q0 =
def
q(0) , Ûq0 =

def
Ûq(0)# ( 11)

在求解本征向量与本征值时, 暂时还用不到初值条件# 

2  分离变量法,本征问题

求解振动方程, 最常用的二类方法便是( a)直接积分法, ( b)分离变量法# 直接积分法通常

总是逐步积分# 过去总是采用差分近似来推导逐步积分公式# 

对于齐次方程( 9) ,可以利用分离变量法求解# 令

  v = W#U( t ) , ( 12)

其中 W是一个2n维常向量, U( t ) 是一个纯量函数而与向量的下标无关# 上式代入方程( 9)得

  W#( ÛU/ U) = HW, ( 13)

右侧与时间无关,故 ÛU/ U= L一定是一个常数,从而 U= exp( Lt ) , 得到本征方程
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  HW= L W, ( 14)

这就导向了 H 矩阵的本征问题# L是本征值, W( x ) 是相应本征向量,满足边界条件( 11)# 

H 是哈密顿矩阵,因

  
JH =

- B - A
T

- A - D
= ( JH)

T
, J =

0 I

- I 0
,

JJ = - I2n , J
T
= J

- 1
= - J , JHJ = H

T# 

( 15)

哈密顿矩阵 H 的本征问题有以下特点:

1) 如 L是哈密顿型算子矩阵H 的本征值,则- L也一定是其本征值# 

2) 哈密顿算子矩阵 H的本征向量之间有共轭辛正交关系# 

设 Wi 和 Wj 分别是本征值 Li 和 Lj 对应的本征向量,则当 Li + Lj X 0时有辛正交关系

  WTiJ Wj = 0, ( 16)

而与 Wi 辛共轭的向量一定是本征值- Li的本征向量(或其约当型本征向量)# 

由式( 13)和( 14) , 可以得到

  JHJJW= LJW, HT
( JW) = - L( JW) ,

这说明 ( JW) 是 H
T
的本征向量,本征值为- L# 即 H

T
的本征值也必是 H的本征值,证毕# 

于是哈密顿矩阵 H 的 2n个本征值可以划分为二类
[ 9]
:

  
(A)  Li , Re( Li ) < 0或 Re( Li ) = 0 C Im( Li ) > 0,   i = 1, 2, ,, n;

(B)  Ln+ i , Ln+ i = - Li ,
( 17)

本征值 Li 与 Ln+ 1的一对本征向量 Wi和 Wn+ i互为辛共轭的# 

如果 Li + Lj X 0,否则本征向量 Wi 与 Wj 一定互相辛正交,即

  WTiJWj = 0, WTjJWi = 0,   当 Li + Lj X 0时# ( 18)

将全部本征向量按编号排成列,而构成 2n @ 2n本征向量阵 7

  7 = [ W1, W2, ,, Wn; Wn+ 1, Wn+ 2, ,, W2n ] , ( 19)

则根据共轭辛正交归一关系, 有

  7 T
J 7 = J, ( 20)

由此知, H的本征向量矩阵 7 是一个辛矩阵# 7 的行列式值为 ? 1,故知其所有的列向量,即

本征向量,张成了 2n维空间的一个基底# 因此, 2n维空间(相空间) 内任一向量皆可由本征

向量来展开# 即任意向量 v 可表示为:

  v = 6
n

i= 1
[ aiWi + biWn+ i ] , ( 21)

  ai = - WTn+ i Jv , bi = WTiJv,

其中 ai 和 bi 是参数,由本征函数向量 Wi和 Wn+ i决定, ( i = 1, 2, ,)# 

3  本征值问题的求解

求解本征值问题应区分正定哈密顿函数与非正定哈密顿函数# 对应正定哈密顿函数,本

征值问题的求解可以化成 2n 维的对称正定矩阵的本征值问题# 因为

  X2 = min
W

[ WTJH3 W/ ( WTJHW) ] , ( 22)

按条件, JH对称正定, 又由于 v
T
JH

3
v = ( Hv)

T
JH( Hv) > 0,故 JH

3
也对称正定# (22) 就成

为常规的本征值问题, 其求解是不成问题的# 但在一些陀螺动力系统中, 其哈密顿矩阵 JH
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不正定而且维数可能相当大# 其本征值问题应予以有效求解# 

陀螺振动问题很多是高速转子系统的振动# 其非正定的因素就是集中的转子# 拉格朗日

函数中的非正定矩阵 K 就是造成哈密顿函数非正定的原因# 对于哈密顿矩阵 JH 对称不正

定时,将 K = LDL
T分解,其 D 阵的负元个数给出了负值模态的个数,矩阵 M一定正定# 因

此JH有几个负值的 v
T
JHv 是已知的# 其实, 对于高速转子的陀螺系统振动,由于采用柔轴,陀

螺项相对很大[ 10, 11]# 此时本征值的分布是, 一部分由于陀螺项而达到稳定的模态频率很低# 

而其余模态的频率较高# 因此给逆叠代法也提供了条件[ 7]# 先将对应哈密顿函数不正定的本

征值和本征向量全部求出来, 组成一个辛对偶子空间# 然后再利用其各个本征向量辛正交归

一关系,将原来不正定哈密顿矩阵分块为一个哈密顿函数为负的辛子空间及其补辛子空间,在

补辛子空间中哈密顿函数可保证为正定,那么就可利用文献[ 2]至文献[ 4]中的求解方法求出

对应哈密顿函数正定的本征值和本征向量# 将所求得的两个辛子空间合并起来,则可以看到

它包括了所有哈密顿函数为负的本征根对应的本征向量以及前几阶哈密顿函数为正的本征根

对应的本征向量,可以很好的近似全部本征向量即主模态# 

从以上讨论可以得到,具体步骤简单归纳如下:

1) 求出对应哈密顿函数不正定的本征值和本征向量 Li、Lm+ i ( i = 1, ,, m) 和 Wi、Wm+ i ( i

= 1, ,, m ) ,其向量组组成的空间记为 V1# 

2) 由哈密顿矩阵本征向量共轭辛正交关系,定义一个向量空间 V2,任一向量 v ( v I V2)

均与 V1 辛正交# 那么可以得到:

  v
T
JHv > 0,

即 JH在空间 V2内可以保证是正定的# 

3) 利用陀螺系统的辛子空间迭代法计算( 2)中的本征值和本征向量# 

说明  陀螺系统的辛子空间迭代法可以参见哈密顿辛子空间迭代法, 其具体数据的定义,

可参见文献[ 2]至文献[ 4]# 

4  数 值例 题

这里举2个转子动力学的例子说明不正定陀螺系统辛子空间迭代法的有效性# 

例 1  M、G、K阵如下:

  M = diag(20. 000, 20. 000, 0. 072, 0. 072) ,

  G = 104 @

0 - 4 0 0

4 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

  K = 105 @

- 182. 325 237 5 0 - 2. 945 793 75 0

0 - 182. 325 237 5 0 2. 945 793 75

- 2. 945 793 75 0 2. 192 896 875 0

0 2. 945 793 75 0 2. 192 896 875

,

则可以得到哈密顿矩阵 H为:
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H =

0 1 000 0 0 0. 05 0 0 0

- 1 000 0 0 0 0 0. 05 0 0

0 0 0 0 0 0 13. 89 0

0 0 0 0 0 0 0 13. 89

- 1 767 476. 25 0 294 579. 375 0 0 1 000 0 0

0 - 1 767 476. 25 0 - 294 579. 375 - 1 000 0 0 0

294 579. 375 0 - 219 289. 687 5 0 0 0 0 0

0 - 294 579. 375 0 - 219 289. 687 5 0 0 0 0

,

可以算得当 L = ? 746. 714 i时,对应的本征向量有 WTiJHWi < 0# 其中( m = 1)# 

W1 = 0. 001 38  - 0. 009 99  0. 002 27  0. 016 43  50. 585 47  

   6. 986 19  - 0. 882 82  0. 121 92 T
,

W2 = - 0. 009 99  - 0. 001 38  - 0. 016 43  0. 002 27  6. 986 19  

   - 50. 585 47  - 0. 121 92  - 0. 882 82 T
,

这里要迭代出前两项,为了加快迭代速度,取 q = 3# 取一基底

Xa =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

, Na =

- 1 0 0

0 - 1 0

0 0 1

0 0 0

, Xb =

1 0 0

0 1 0

0 0 - 1

- 1 0 0

, Nb =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 - 1 0

,

进入迭代循环, 结果见表 1# 
表 1 本征根的迭代过程

阶     数 第二阶 第三阶 第四阶

迭代次数
1

2

? 1 778. 25 i

? 1 778. 25 i

? 1 747. 50i

? 1 747. 50i

? 1 222. 54i

? 1 222. 54i

  可以看到经过两步就收敛了# 

例 2  M、G、K阵如下:

M = diag(0. 090 1  0. 090 1  0. 720 4  0. 180 1  0. 720 4  0. 180 1  0. 720 4  0. 180 1  

    0. 720 4  0. 180 1  0. 720 4  0. 180 1  0. 720 4  0. 180 1  0. 180 1  0. 180 1) ,

G = 104 @

0 0. 540 3 0 0 0 0 0 0

- 0. 540 3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 - 4. 322 6 0 0 0

0 0 0 0 0 1. 080 7 0 0

0 0 4. 322 6 0 0 0 0 0

0 0 0 - 1. 080 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4. 322 6 0

0 0 0 0 0 0 0 - 1. 080 7

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

- 4. 322 6 0 0 0 0 0 0 0

0 1. 080 7 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 - 4. 322 6 0 0 0

0 0 0 0 0 1. 080 7 0 0

0 0 4. 322 6 0 0 0 0 0

0 0 0 - 1. 080 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1. 080 7

0 0 0 0 0 0 - 1. 080 7 0

,

K = 10
4 @

7. 669 0 - 0. 109 - 5. 234 0 0 0 0  

0 7. 669 0 0 - 0. 109 - 5. 234 0 0

- 0. 109 0 8. 029 0 0 0 - 7. 256 0. 109

- 5. 234 0 0 15. 338 0 0 - 0. 109 - 5. 234

0 - 0. 109 0 0 8. 029 0 0 0

0 - 5. 234 0 0 0 15. 338 0 0

0 0 - 7. 256 - 0. 109 0 0 8. 029 0

0 0 0. 109 - 5. 234 0 0 0 15. 338

0 0 0 0 - 7. 256 - 0. 109 0 0

0 0 0 0 0. 109 - 5. 234 0 0

0 0 0 0 0 0 - 7. 256 - 0. 109

0 0 0 0 0 0 0. 109 - 5. 234

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

    

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

- 7. 256 0. 109 0 0 0 0 0 0

- 0. 109 - 5. 234 0 0 0 0 0 0

0 0 - 7. 256 0. 109 0 0 0 0

0 0 - 0. 109 - 5. 234 0 0 0 0

8. 029 0 0 0 - 7. 256 0. 109 0 0

0 15. 338 0 0 - 0. 109 - 5. 234 0 0

0 0 8. 029 0 0 0 0. 109 0

0 0 0 15. 338 0 0 - 5. 234 0

- 7. 256 - 0. 109 0 0 8. 029 0 0 0. 109

0. 109 - 5. 234 0 0 0 15. 338 0 - 5. 234

0 0 0. 109 - 5. 234 0 0 10. 101 0

0 0 0 0 0. 109 - 5. 234 0 10. 101

,

由 K可以算得有一个对应哈密顿函数为负的特征值,为 L= ? 0. 517 3i时,对应的本征向

18 隋   永   枫    钟   万   勰



量有 WTiJHWi < 0# 

其中:

  W1 = X
T
a0  N

T
a0 , W2 = X

T
b0  N

T
b0 ,

其中:

Xa0 = 0  0. 000 2  - 0. 001 3  0  0. 006 2  0. 000 1  - 0. 001 9  0

    0. 008 8  0. 000 0  - 0. 001 3  0  0. 006 2  - 0. 000 1  0  - 0. 000 1
T
,

Na0 = 0. 503 9  0. 108 5  - 134. 272 8  0. 724 8  - 28. 905 8  0. 156 0  

    - 189. 886 4  0. 051 4  - 40. 878 1  0. 011 1  - 134. 264 2

    - 0. 579 7  - 28. 903 9  - 0. 124 8  - 0. 700 9  - 0. 150 9 T
,

Xb0 = - 0. 000 2  0  - 0. 006 2  - 0. 000 1  - 0. 001 3  0  - 0. 008 8  0

    - 0. 001 9  0  - 0. 006 2  0. 000 1  - 0. 001 3  0  0. 000 1  0 T
,

Nb0 = - 0. 108 5  0. 503 9  28. 905 8  - 0. 156 0  - 134. 272 8  0. 724 8  

    40. 878 1  - 0. 011 1  - 189. 886 4  0. 051 4  28. 903 9  

    0. 124 8  - 134. 264 2  - 0. 579 7  0. 150 9  - 0. 700 9
T# 

这里求其二到四阶本征对,为了迭代的收敛快一些,取 q = 4, 选取初值进行迭代# 

初值选取:

令 v1 = 1  1  1  1
T
、v2 = 1  1  - 1  - 1

T
, 构造初始矩阵:

Xa =

diag( v1)

diag( v1)

diag( v1)

diag( v1)

, Xb =

diag( v1)

diag( v1)

diag( v1)

diag( v1)

, Na =

diag( v 2)

diag( v 1)

- diag( v 2)

diag( v 1)

, Nb =

- diag( v2)

diag( v1)

- diag( v2)

diag( v1)

,

进入迭代循环, 结果见表 2# 
表 2 本征根的迭代过程

阶    数 第二阶 第三阶 第四阶 第五阶

迭

代

次

数

1 ? 39 740 i ? 59 200 i ? 86 095 i ? 202 250 i

2 ? 4. 534 5 i ? 5. 105 6 i ? 8. 339 6 i ? 6 983. 2 i

4 ? 1. 861 4 i ? 4. 267 2 i ? 4. 509 7 i ? 97. 967 i

6 ? 1. 856 8 i ? 4. 238 6 i ? 4. 505 2 i ? 10. 472 i

8 ? 1. 856 8 i ? 4. 238 0 i ? 4. 505 0 i ? 6. 822 4 i

10 ? 1. 856 8 i ? 4. 238 0 i ? 4. 505 0 i ? 6. 789 7 i

  可以看到, 二到四阶振型收敛的速度是很快的# 

5  结   论

本文基于哈密顿陀螺系统的辛子空间迭代法,针对当哈密顿陀螺矩阵所对应的哈密顿函

数不正定时,提出了一种能够有效计算大型不正定哈密顿陀螺系统本征值问题的算法# 子空

间迭代方法在求解对称矩阵的特征值问题上已经获得了一定的成功,本文的方法将哈密顿矩

阵的辛子空间迭代法引入了陀螺系统的特征值计算之中, 这样在哈密顿陀螺系统本征问题求

解上,子空间迭代方法同样可以发挥出其优良特性# 
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Eigenvalue Problem of a Large Scale Indefinite

Gyroscopic Dynamic System

SUI Yong_feng,  ZHONG Wan_xie

( Sta te Key Labor ator y of Stru ctur al Analysis of Indu str ial Equipment ,

Dalian Un iver sity of Technology , Dalian , 116023, P . R . Chin a )

Abstract: Gyroscopic dynamic system can be introduced to Hamiltonian system. Based on an adjoint

symplectic subspace iteration method of Hamiltonian gyroscopic system, an adjoint symplectic sub-

space iteration method of indefinite Hamiltonian function gyroscopic system is proposed to solve the

eigenvalue problem of indefinite Hamiltonian function gyroscopic system. The character that the

eigenvalues of Hamiltonian gyroscopic system are only pure imaginary or zero is used. The eigenvalues

that Hamiltonian fuction is negative can be separated so that the eigenvalue problem of positive def-i

nite Hamiltonian function system is presented, and an adjoint symplectic subspace iteration method of

positive definite Hamiltonian function system is used to solve the separated eigenvalue problem.

Therefore, the eigenvalue problem of indefinite Hamiltonian function gyroscopic system is solved, two

numerical examples are given to demonstrate that the eigensolutions converge exactly.

Key words: Gyroscopic system; Hamiltonian function; symplectic; eigenvalue
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