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摘要:  讨论了具有确定运动姿态的柔性多体系统的非线性动力学控制方程# 将飞行器在空间的

运动看作是已知的,分析了飞行器上的挠性构件对飞行器运动和姿态的影响, 利用假设模态, 将挠

性构件的变形,看作是空间直角坐标轴方向的线元振动所构成的, 根据动力学中的 Kane 方法, 建

立了动力学方程,方程中包含表示弹性变形的结构刚度矩阵及表示变形体非线性变形几何刚度矩

阵,方程推导从应力_应变关系入手, 使用了有限元法# 经简化, 得到了带帆板结构的平面挠性体对

飞行器运动影响的动力学方程,这种方程可通过计算机实现其数值解# 

关  键  词:  柔性体;  线元振动;  动力学方程 Kane方法

中图分类号:  O31. 3   文献标识码:  A

引   言

在过去的 20年、30年间,利用Kane方法进行多体系统动力学建模研究方法日趋成熟,这

些方法[ 1~ 7]均以建立在连续区域上的离散点的弹性变形作为广义坐标,并使用了有限元法,获

取系统的动力学刚度矩阵,这种刚阵实质上是柔性多体系统旋转特征的几何刚度矩阵,实践证

明,这种方法对大型空间结构不太适用# 与此相比, 从稳态理论来看,模态理论更能有效地解

决运动引起的刚度,文献[ 8]使用子结构方法, 利用拉格朗日乘子,增加了求解方程之维数;由

于考虑约束,增加了对约束的敏感性,后来,文献[ 9]至文献[ 13]把涉及到与转动惯性力相关的

近似表达式的几何刚度矩阵与模态刚度矩阵相联系,来表示其最一般运动,获取任意结构引起

的刚阵# 本文在综合上述方法的基础上,研究针对具有确定运动姿态的柔性多体系统,对飞行

器上的挠性构件对飞行器的姿态影响进行分析,考虑弹性范围小变形,利用假设模态法对弹性

体进行变形描述, 将挠性构件看作是空间 3个正交方向的线元振动所构成, 利用动力学中的

Kane方法进行动力学建模,并对具有确定姿势的空间飞行器的挠性构件对飞行器的运动影响

进行动力建模, 运用有限元法和模态理论,获取了由运动引起的几何非线性刚度和结构模态矩

阵,得到运动微分方程# 
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1  空间柔性体动力学建模

1. 1  变形描述

图 1 空间柔性体     

如图 1所示, R 为固连于已知运动物体的坐标系,

x 1、x 2、x 3为固连于 R 上的O 点的 3个相互垂直的坐标

轴,单位向量为 r1、r2、r3, 未变形时位置 Pc( x 1, x 2, x 3) ,

变形后位置 P ( N1, N2, N3) ,则 P 点的位置可由下面位移

来描述:

  u = u1( x 1, x 2, x 3, t ) r1+ u2( x 1, x 2, x 3, t ) r2+

    u3( x 1, x2, x 3, t ) r3# 

对于任意弹性变形体 B 在直线长度上的变形可以

表示为:

  x i = Q
N
1

0
1+ 6

3

j= 1
K j

5 uj
5R( x 1l , x 2l , x 3l , t )

2 1/ 2

dR, ( 1)

令:

  J i ( x 1, x 2, x3, t ) =
$
1+ 6

3

j= 1
K j

5 uj
5R( x 1l , x 2l , x 3l , t )

2

, ( 2)

式中 i、j = 1, 2, 3, 当 i = j 时, K j = 0, xij = R; i X j 时, K j = 1, xij = xi# 坐标 N1、N2和 N3相

对于 x 1、x2 和 x 3及位移 u1、u2和 u3 有如下关系式:

  Ni = x i + ui ( x 1, x 2, x 3, t )   ( i = 1, 2, 3) , ( 3)

式( 1)与式( 3)求导,经整理则有:

  Ûui = - [ J i ( xc
1l , x

c
2l , x

c
3l , t ) ]

- 1/ 2 @

    Ûx i - 1
2Q

N
i

0
[ J i#( x 1l , x 2l , x 3l , t ) ] - 1/ 2

5J i
5 t ( x 1l , x 2l , x 3l , t )dR , ( 4)

式中 i、j = 1, 2, 3, Ûx i是xi对时间t的导数, xc
jl为函数Ji的自变量# 当 i = j 时, x

c
jl = N, xjl =

R;当 i X j 时, xcj l = xj = xjl# 

1. 2  线元振动模态
现在考虑对变形之描述:设 U表示弹性体的振动模态, qj 为振动模态所对应的广义坐标,

那么,对应线单元上的变形可釉描述成如下形式[ 11] :

  x 1 向: u i ( R, x 2, x 3, t ) = 6
n

j = 1
Uij ( R, x 2, x 3) qj ( t )   ( i = 2, 3) , ( 5)

  x 2 向: u i ( x 1, R, x 3, t ) = 6
n

j = 1
Uij ( x 1, R, x 3) qj ( t )   ( i = 1, 3) , ( 6)

  x 3 向: u i ( x 1, x 2, R, t ) = 6
n

j = 1
Uij ( x 1, x 2, R) qj ( t )   ( i = 1, 2)# ( 7)

1. 3  广义偏速度、广义偏加速度与广义惯性力
利用式( 5)至式( 7) ,式( 4)可以写成下列形式:

  Ûui = - [ J i ( xc
1l , x

c
2l , x

c
3l , t ) ]

- 1/ 2 Ûxi -Q
N
i

0
[ J i ( x 1l , x 2l , x 3l , t ) ]

- 1/ 2 @

    6
n

i= 1
6
n

j= 1
6
3

k= 1
KkU

c
ki ( x 1l , x 2l , x 3l ) U

c
kj ( x 1l , x2l , x 3l ) qj Ûqi , ( 8)
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这里

  
5Ji
5t ( x 1l , x2l , x 3l , t ) =

    2 6
n

i= 1
6
n

j= 1
6
3

k= 1

K kU
c
ki ( x 1l , x 2l , x 3l ) U

c
kj ( x 1l , x 2l , x 3l ) ,   i , j , k = 1, 2, 3,

当 i = k 时, Kk = 0, xil = R; i X k 时, Kk = 1, x il = x i ;当 i = l时, x il = R, xc
il = Ni ;当 i X

l 时, xc
xl = x il = xi# / Uc0表示 U相对 R的导数# 

在惯性参考系 N 下, P 点的速度可写成:

  V
N
P = V

N
O + XNR @ x 1+ 6

n

j= 1
U1j ( x 1, x 2, x 3) qj ( t ) r1+

    r2 x 2+ 6
n

j= 1
U2j ( x 1, x 2, x 3) qj ( t ) + x 3+ 6

n

j= 1
U3j ( x 1, x 2, x 3) qj ( t ) r3 +

    Ûu1 r1 + Ûu2 r2 + Ûu3 r3, ( 9)

式中, VNO为O在惯性系N 中的速度;由于飞行器在空间按特定轨道飞行,上述两个量可看作是

已知运动量,故能够用一组特殊函数表示如下:

  V
N
O = V1( t ) r1+ V2( t ) r2+ V3( t ) r3; X

N
R = X1( t ) r1+ X2( t ) r2+ X3( t ) r3# ( 10)

以 q 1, q2, ,, qn 作广义速度,考虑式(9)、式( 10) 得到 P 点的广义偏速度

  V
N
i = - rj [ Jj ( x

c
1l , x

c
2l , x

c
3l , t ) ]

- 1/ 2
xj -Q

N
j

0
Jj ( x 1l , x 2l , x 3l , t )

- 1/ 2 @

    6
n

j = 1
6
3

k= 1
KkU

c
ki ( x 1l , x 2l , x3l ) U

c
kj ( x1l , x 2l , x 3l ) qj dR ,

式中 i、j = 1, 2, 3, ,, n,当 j = k 时, Kk = 0;当 j X k 时, Kk = 1;当 i = l 时, xil = R, x
c
il =

Ni ;当 i X l时, xc
x i = xil = x i# 

为了解决线性化,使之产生一种适合于弹性体相对于 R 的小运动,对 qj 及Ûqj 线性化,即将
式(5) 至式(7) 分别代入式(2) , 得 J i ( x 1l , x 2l , x 3l , t ) = 1;式中, i = 1, 2, 3; x il = Ri ( i = l时) ;

xil = x i ( i X l 时) ,引入如下记号:

  Aijm( x 1, x 2, x 3) = Q
x
m

0
6
3

k= 1
KkU

c
ki ( x 1l , x 2l , x 3l ) U

c
kj ( x 1l , x 2l , x 3l ) dR,

式中, m = 1, 2, 3,且 Aij1 = Aij , Aij 2= Bij , Aij 3= Cij ,当 m = k 时, xml = R, K k = 0;当 m X k 时,

K k = 1, xml = xm , 则 P 点在N 参考系下线性化偏速度可以写成:

  V
N
i = - r1 6

n

j = 1

Aijqi - x 1 - r2 6
n

j= 1

Bijqi - x 2 - r3 6
n

j= 1

Cij qi - x 3 ,

此时, P 点的速度可以写成:

  V
N
P = r1 V1+ X2 x 3 + 6

n

j= 1

U3 jqj ( t ) - X3 x 2+ 6
n

j= 1

U2jqj + 6
n

j = 1

U1jqj +

    r2 V2+ X3 x 1+ 6
n

j = 1

U1jqj - X1 x 3+ 6
n

j= 1

U3jqj + 6
n

j = 1

U2jqj +

    r3 V3+ X1 x 2+ 6
n

j = 1

U2jqj - X2 x 1+ 6
n

j= 1

U1jqj + 6
n

j = 1

U3jqj # ( 11)

在惯性坐标系下, P 点的加速度可通过对式( 11)微分写出:
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  a
N
P =

NdVNP / dt =
RdVNP / dt + XNP @ V

N
P ,

式中, Nd VNP / dt表示V
N
P 相对牛顿参考系N 的导数, RdVNP / dt表示V

N
P 相对动参考系R 的导数# 

1. 4  广义惯性力、广义主动力、动力学方程[ 11, 12]

相对于第 i 个广义速度的广义惯性力F
*
i = V

N
iF

*
,

  F
*
= -QB QaNP dx 1dx 2dx 3,

故有广义惯性力

  F
*
i = -QB QVNi aNP dx 1dx 2dx 3# 

由方程( 12)可知,它未表示弹性变形的运动约束,其模态也是线性的, 这种不成熟的线性

方程中得到的偏速度会产生不正确的运动约束, 然而, 对于任意变形体,一般不用写出运动方

程,由运动约束的忽略所产生的误差,可以通过在求主动力时考虑非线性刚度来获得补偿# 为

了描述物体的非线性变形,对以下物体的刚度矩阵进行分析# 

考虑到 j 物体上任意单元 e 上任一点,其位移_应变关系可表示为:

  EA, B =
1
2
WA, B+ WB, A+ 6

3

C= 1
WC, AWC, B , ( 12)

式中, WA, B = 5WA/ 5xB, WA为位移分量, xB为位置坐标分量# 由 WA, B构成的应变列阵为

  E= [ E11, E22, E33, 2E12, 2E23, 2E13]
T
, ( 13)

由( 12)式,可得

  
ÛEA, B = 1

2 ÛWA, B+ ÛWB, A+ 6
3

C= 1
( ÛWC, AWC, B+ WC, AÛWC, B) ,

ÛE= LÛW,
( 14)

这里 L = L
0
+ Lc, L0表示对位置坐标 xA的偏导数,5 A= 5( ) / 5xA, Lc包含A、WA, B乘积二次项,

即

  L
0
=

51 0 0

0 52 0

0 0 53

52 51 0

0 53 52
53 0 51

, Lc =

W1, 151 W2, 151 W3, 151

W1, 252 W2, 252 W3, 252

W1, 353 W2, 353 W3, 353

W1, 152+ W1, 251 W2, 152+ W2, 251 W3, 152+ W3, 251
W1, 253+ W1, 352 W2, 253+ W2, 352 W3, 253+ W3, 352
W1, 351+ W1, 153 W2, 351+ W2, 153 W3, 351+ W3, 153

,

其应力表示为 R= [ R11, R22, R33, R12, R23, R31]
T# 考虑线弹材料应力 _应变关系(不计初应力与

阻力) , R = HE( H为弹性阵) ,设单元形函数为 N ,则单元节点位移满足 W= Nu( u 为单元节

点位移) , 此时弹性体产生应变能:

  PE = QB
j

ET RdB = QB
j

u
T
( LN )

T
[ H( LN) u] dB = u

T
Ku,

这里

  K = QB
j

( LN)
T
H( LN) dB ,

将 L = L
0
+ Lc代入K ,则 K = K00+ K01+ K10+ K11, 这里

  K00 = QB
j

( L
0
N)

T
H( L

0
N )dB, K01 = QB

j

( L
0
N )

T
H( LcN )dB ,
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  K10 = QB
j

( LcN) TH( L0N )dB, K11 = QB
j

( LcN) TH( LcN )dB,

记

 图 2 平面面板柔性体

  K e = K00, KG = K01+ K10+ K11, ( 15)

这里 K00 为弹性变形刚度矩阵(或称结构刚度矩阵) , KG 为对应非线

性变形之刚度矩阵, 也称几何非线性刚度阵# 由此而引起广义主动

力可写成[ 14]

  Fi = - 6
n

j= 1

Kijqj   ( i = 1, 2, ,, n) , ( 16)

式中 Kij 为结构分析的模态刚度矩阵<
T
K<( <为特征向量)的元素# 

根据 Kane方程,可写出动力学方程

  F
*
i + F i = 0# ( 17)

2  平面面板柔性体动力学方程

前面讨论了具有挠性的构件对飞行器的影响,在实际情况下,往往这些挠性构件具有平面

面板结构, 由于飞行器运动可视为已知的,如果将分析限制在中面不伸长的平面内, 那么面内

的线元长度就可以看作是常量,故在面内振动看作是一个已知振动, 或者说在此向振动函数具

有一致性, 在这种情况下, 模拟其运动就更为方便, 下面就这种情况对第 1节内容进行当简化

和修正# 

设单位向量 r1、r2、r3, Pc未变形, P 变形,则

  u = u1( x 1, x 2) r1+ u2( x 1, x 2) r2+ u3( x 1, x 2) r3,

坐标 F1、F2与 x1、x 2以及 u1、u2关系为:

  F1 = x 1+ u1( x 1, x 2, t ) , F2 = x 2+ u2( x 1, x 2, t )# 

其广义惯性力为:

  F
*
i = -QB QVNi aNP dx 1dx 2, ( 18)

忽略所有 qi与Ûqi 之非线性项, 则由式( 18)推导出广义惯性力为:

  F
*
i = - 6

n

j= 1

E 3ij&qj - 6
n

j= 1

( X1E 2ij - X2E1ij ) Ûqj - 6
n

j = 1

[- ( ÛV1 + X2V3- X3V2) C ij -

    ( X1 X2- ÛX3) C2ij + ( X22+ X33) C1ij - ( ÛV2 + X3V1- X1V3) Dij -

    ( ÛX3+ X1X2)D1ij + ( X
2
3+ X21)D2ij + ( ÛX1+ X2 X3) E2ij +

    ( X3 X1- ÛX2) E1ij - ( X21+ X22) E3ij ] qj - ( ÛV 3+ X1V2 - X2V1) A i -

    ( ÛX1+ X2X3) B2i - ( X3X1- ÛX2) B1i   ( k = 1, 2, 3; i = 1, 2, ,, n) , ( 19)

式中

  A i = QS U3i Qdx 1dx 2, Bki = QS xkU3i Qdx 1dx 2,
  Cij = QS Aij Qdx1dx 2, Ckij = QS xkAij Qdx 1dx 2,
  D ij = QS

Bij Qdx 1dx 2, Dkij = QS x kBij Qdx 1dx 2, Ekij = QS U3iUkj Qdx 1dx 2,
( k = 1, 2, 3; i、j = 1, 2, ,, n; S 是平面面板的面积) ,称作模态积分.其广义主动力 F

* 可写成
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式( 16) , 将式(19) 与式(16)代入式(17) ,则有Mxd&q+ CxdÛq + Kxdq = Qxd# 这里: Mxd、Cxd、K xd

为 n @ n矩阵(Mxd、Cxd、K xd相当与结构的质量矩阵、阻尼矩阵、刚度矩阵) , Qxd为 n @ 1列阵,

相当于广义力, &q、Ûq、q 为n @ 1列阵# 考察 &qj 的系数:

&q 1的系数: - 6
n

j= 1

E31 j = - E311 - E312- ,- E 31n,

&q 2的系数: - 6
n

j= 1
E32 j = - E321 - E322- ,- E 32n,

    s

&qn 的系数: - 6
n

j= 1

E 3nj = - E 3n1- E3n2 - ,- E 3nn,

所以 Mxd的表达形式为:

Mxd =

- E 311 - E321 , - E3n1

- E 312 - E322 , - E3n2

, , , ,
- E31n - E32n , - E3nn

= - [ E3ji ]   ( i、j = 1, 2, ,, n) ,

依此类推,其它系数为:

Cxd = -

( X1E211- X2E 111) ( X1E221 - X2E121) , ( X1E2n1- X2E 1n1)

( X1E212- X2E 112) ( X1E222 - X2E122) , ( X1E2n2- X2E 1n2)

, , , ,
( X1E21n - X2E 11n ) ( X1E22n - X2E12n ) , ( X1E2nn - X2E 1nn)

=

  - ( X1E2ji - X2E 1ji ) ,

K xd = - [- ( ÛV 1+ X2V3- X3V2) C ij - ( X1 X2- ÛX3) C2ji + ( X22+ X
3
3) C1 ji -

  ( ÛV 2+ X3V1- X1V3)Dji - ( ÛX3+ X1X2)D1j i + ( X
2
3+ X

2
1)D2 ji + ( ÛX1+ X2 X3) E2 ji +

  ( X3 X1- ÛX2) E1ji - ( X21+ X22) E 3ji + Kji ] ,

Qxd = [ ( ÛV 3+ X1V2- X2V1) Ai + ( ÛX1+ X2X3) B2i + ( X3X1- ÛX2) B1i ]

  ( i , j = 1, 2, ,, n)# 

3  数值仿真算例

一双矩形系统,长 a1 = a2 = 2. 00m,宽 b1 = b2 = 1. 20 m, 厚 h1 = h2= 0. 002 m,密度 Q1

图 3 矩形板系统

= Q2= 2 766 kg/m
3
, 弹性模量E 1= E2 = 70 GPa,仿真时间

t = 80 s# 给定矩形板对惯性系 R 的角速度 X如下:

X1 = ÛH1 = 4 rad/ s,

X2 = ÛH2 = 0. 1 ( t - 20/Psin(Pt / 20) ) rad/ s,

板的振动模态由有限元程序得到# 图4与图5分别为矩形

板1、2中心点的变形# 由图可见, 作匀速转动的板 1的变

形远比作变速转动的板 2的变形要小# 其根本原因在于

矩形板的切向惯性效应 (即切向加速度)加大了矩形板的

变形# 同时,由于板 1与板 2的转向相同,因此对板 2的变

形具有正叠加效应, 从而使板 2的变形加大# 
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 图 4  矩形板 1中心点变形        图 5  矩形板 2中心点变形

4  结   语

针对具有确定运动姿态的柔性多体系统,对飞行器上的挠性构件对飞行器的姿态影响进

行分析,利用假设模态法, 将挠性构件看作是空间 3个正交方向的线元振动所构成, 利用动力

学中的Kane方法进行动力学建模# 

运用有限元法和模态理论,对具有确定姿势的空间飞行器的挠性构件对飞行器的运动影

响进行动力分析,获取了由运动引起的几何非线性刚度和结构模态矩阵# 

对带面板结构的飞行器进行了动力学仿真计算,结果表明, 要减少柔性体的变形可以通过

减少柔性体的惯性效应并将各柔性体的相对运动形成反向叠加# 
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Dynamic Analysis of Flexible Body With

Definite Moving Attitude

YANG Yuan_ming1, 2,  ZHANG Wei2,  SONG Tian_xia1,  CHEN Chuan_yao1

( 1. College of Civil Engineer in g and Mechanics , Hua zhong Un iver sity of Sci ence and Technology ,

Wuhan 430074, P . R . china ;

2. Depar tm ent of Civil Engineer in g , Nanyang In stitute of Techn ology ,

Henan Nan yan g 473004, P . R . chin a )

Abstract: The nonlinear dynamic control equation of a flexible multi- body system with definite mov-

ing attitude is discussed. The motion of the aircraft in space is regarded as known and the influence of

the flexible structural members in the aircraft on the motion and attitude of the aircraft is analyzed. By

means of a hypothetical mode, the deformation of flexible members is regarded as composed of the

line element vibration in the axial direction of rectangular coordinates in space. According to Kane. s

method in dynamics, a dynamic equation is established, which contains the structural stiffness matrix

that represents the elastic deformation and the geometric stiffness matrix that represents the nonlinear

deformation of the deformed body. Through simplification the dynamic equation of the influence of the

planar flexible body with a windsurfboard structure on the spacecraft motion is obtained. The numer-i

cal solution for this kind of equation can be realized by a computer.

Key words: flexible body; line element vibration; dynamic equation; Kane. s method
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