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摘要:  通过直接数值模拟的方法, 探讨在超音速边界层的转捩问题中, 是否存在和不可压缩流情

况相似的产生亚谐波的机制# 结果表明,三波共振和二次失稳这两种机制都存在# 讨论了这两种

机制在层流至湍流的转捩中的重要性是否的确很大的问题# 

关  键  词:  三波共振;  二次失稳;  超音速边界层;  T_S 波

中图分类号:  O357. 41    文献标识码:  A

引   言

从层流到湍流的转捩问题有很重要的应用背景# 大多数情况下,转捩首先由小扰动的放

大开始,当扰动达到一定大小后,非线性开始起作用# 对不可压缩边界层或平面槽道流, 还会

出现典型的三维结构# 用流动显示技术可以发现所谓的 + 结构, 并且存在两种不同的 + 结

构,一种是 K_型结构,其流向周期和T_S波的相同,还有一种其流向周期为T_S波的两倍, 因而

与某种亚谐波对应# 而它又可以细分为 C( Craik)_型和 H( Herbert) _型# 前者由三波共振机制

产生,后者由二次失稳机制产生[ 1]# 

从一些超音速流的转捩实验中,测到了亚谐波(比如A. Maslov 在天津大学作的报告中就

提到他们在超音速边界层的转捩试验中发现了亚谐信号) ,但实验数据很少, 而且缺乏细节# 

赵耕夫[ 2]曾从稳定性理论角度研究了二次失稳问题# 

本文将通过直接数值模拟的方法, 探讨在超音速边界层中, 是否存在产生上述亚谐波的机

制# 

1  控制方程和计算方法

在数值计算中,控制方程取守恒形式的N_S方程及理想气体的状态方程# 用以下参数进
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行相应的无量纲化:入口处的基本流排移厚度 D,无穷远流体速度 u ] 、密度 Q] 、温度 T ] 、粘性

系数 L] 和压力 Q] U
2
] / 2# 粘性系数满足Sutherland公式 L/ L] = ( T/ T ] )

3/ 2
(1+ C ) / ( T / T ]

+ C) ,其中 C = (110. 4K) / T ] ; Prandt l数Pr = LCp / K,在计算中取为常数0. 72# C为比热比,

取1. 4# 

无量纲化的守恒型三维可压缩 N_S方程为:
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其中 U为守恒型通量,5E /5x ,5F /5y , 5G/ 5z 为非线性项 # 5EM/ 5x , 5FM/ 5y ,5GM/ 5z 为粘性

项# 

为了使用迎风差分格式进行计算,首先对流项应根据 Jacobian 矩阵特征值的正负进行通

量分裂# 以 x 方向的5E/ 5x 为例, Jacobian矩阵为 5E / 5 U= A ,设其特征值为 Ki ( i = 1, ,,

5) , + = diag( K1, K2, K3, K4, K5) ,则可找到矩阵 S 使A = S+S
- 1# 则通量可作以下分裂:
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对于 5F / 5y ,5G/ 5z 采用相同的办法# 

本文的计算中, 对于非线性项计算采用的是五阶精度的弱迎风紧致格式
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对于粘性项采用的是六阶中心紧致格式

  12f c
i- 1+ 36f c

i + 12f c
i+ 1 =

1
$x

(28( f i+ 1- f i- 1) + ( f i+ 2- f i- 2) )# 

在靠近计算域边界处,精度要适当降低# 处理边界条件时, 上边界采用Poinsot和Lele[ 3]建

议的无反射边界条件,出口处用外推格式,壁面上为等温无滑移条件,时间导数采用的是二阶

精度的R_K法# 

2  计算域的选取和基本流

文章模拟的是来流 Ma数为 4. 5, Re = 0. 9 @ 105 的平板边界层三维扰动的演化问题# 气

体参数取相当于 5 000 m 高空处大气的物理值,并作为无量纲化时的参考量# 

对两种不同的机制, 采用的计算域不同# 对应于三波共振的情况, x 方向长为 153个无量

纲长度, 150个网格, y 方向为 50个无量纲长度, 420个网格# 在 y 方向采用变网格: y = y ns#

(1+ b(1 - s
2
) )

- 1
, 其中 yn 是y 方向计算长度, s = i / ( n - 1) , ( i = 0, ,, n - 1) , n 为y 方向

的网格点数, b = ( 1+ 8bk - 3) / 4, bk = Dn/ D1, Dn、D1分别代表 y方向第n个和第1个网格长

度# 

对于二次失稳, x 方向取46. 32个无量纲长度, 160个网格, y 方向取20个无量纲长度# y

方向采用与上面相同的变网格计算格式# 

3  计 算结 果

首先在无扰动情况下求得定常解, 入口处取为相应的相似性解# 然后再在入口处引入相
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应的T_S扰动波并研究其发展# 

3. 1  三波共振

作为比较, 研究了在入口处只加一对斜波和加入共振三波的两种情况# 

( a) 一对斜波情况

加入的一对斜波表达如下:

uc = aRe[ u r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + u r3( y ) exp[ i(- Xr3t - Br3z + <r3) ] ] ,

vc= aRe[ v r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + v r3( y ) exp[ i(- Xr3 t - Br3z + <r3) ] ] ,

wc = aRe[ w r3( y ) exp[ i(- Xr3 t + Br3z + <r3) ] - w r3( y ) exp[ i(- Xr3t - Br3z + <r3) ] ] ,

tc = aRe[ t r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + t r3( y ) exp[ i(- Xr3 t - Br3z + <r3) ] ] ,

pc = aRe[ p r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + p r3( y ) exp[ i(- Xr3t - Br3z + <r3) ] ] ,

其中 a 为扰动幅值, 相位 <r3 为 0, u r( y )、u i ( y )、v r( y )、v i( y )、wr( y )、w i ( y )、p r( y )、p i ( y )、

T r( y )、T i( y ) 为对应于频率 Xr3= 0. 167, 展向波数 Br3= 1. 272的T_S波的速度、压力与温度特

征函数的实部和虚部,并以扰动速度 uc的最大模归一化# 为了便于比较, 这里的参数取值与

后面的三波共振的情况相同, 将这对三维波记做( - 1, 1)和( 1, 1) (括号中第 1个数表示其展向

波数与输入波展向波数之比,第 2个数表示其频率与输入波频率之比, 以下相同)# 图 1、图 2

表示在某个 y 靠近1的位置, 对应幅值分别为 0. 001和 0. 005时各个谐波的增长曲线# 可以看

出流向涡( 2, 0)增长得最快,随着初始扰动幅值的增加, 各次谐波都有明显增长, 但是斜波( 1,

1)却一直基本保持不变# 所有谐波的增长都是两个斜波相互作用的结果# 

图 1 扰动幅值为 0. 001时各谐波增长曲线

图 2 扰动幅值为 0. 005时各谐波增长曲线
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( b) 共振三波

在入口处加入满足三波共振条件的一对斜波和一个二维波,具体扰动形式如下:

uc = aRe[ u r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + u r3( y ) exp[ i(- Xr3t - Br3z + <r3) ] +

   u r2( y ) exp[ i(- Xr2t + <r2) ] ] ,

vc= aRe[ v r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + v r3( y ) exp[ i(- Xr3 t - Br3z + <r3) ] +

   v r2( y ) exp[ i(- Xr2 t + <r2) ] ] ,

wc = aRe[ w r3( y ) exp[ i(- Xr3 t + Br3z + <r3) ] - w r3( y ) exp[ i(- Xr3t - Br3z + <r3) ] +

   w r2( y ) exp[ i(- Xr2t + <r2) ] ] ,

tc = aRe[ t r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + t r3( y ) exp[ i(- Xr3 t - Br3z + <r3) ] +

   t r2( y ) exp[ i(- Xr2 t + <r2) ] ] ,

pc = aRe[ p r3( y ) exp[ i(- Xr3t + Br3z + <r3) ] + p r3( y ) exp[ i(- Xr3t - Br3z + <r3) ] +

   p r2( y ) exp[ i(- Xr2 t + <r2) ] ] ,

式中各个参数的意义同上# 因为对应增长率最大的第 2模态二维 T_S 波, 没有找到满足三波

共振条件的三维 T_S 波, 所以对于三波共振,加入的是第 1模态 T_S波中增长率最大的二维

波,其频率 Xr2 = 0. 335,相应的特征波流向波数 Ar2= 0. 410, 增长率为0. 12 @ 10- 2# 三维波的

Xr3 = 0. 167, Br3 = 1. 272,对应的特征波流向波数 Ar3= 0. 205# 它们满足共振条件 Xr2= 2Xr3,

Ar2 = 2Ar3# 二维波流向波数与三维波展向波数之比为 0. 32, 或反过来, 二者波长之比为

31125,与不可压情况相差较大# 

图 3  三维波速度 u3分量沿 x 的分布情况

  (曲线 1, 2, 3 分别对应于 <r2 = 0,P/ 2,P )

当加入的扰动幅值 a = 0. 001, <r3= 0, <r2分

别取 0,P/ 2,P时,三维波如图 3所示# 图中表示

某一时刻,某个 y 的位置(约为扰动幅值最大处)

的三维波速度 u3 分量沿 x 的分布情况# 

可以看出,当 <r2 = 0(曲线1) 时,三维波不但

没有增长,反而会衰减# 而当 <r2= P(曲线3)时,

三维波增长的速度最快# 所以二维波和三维波之

间的相位差对三维波的增长是有很大影响的# 但

相位差对二维波的增长基本上没有影响# 

图 4和图 5是三波共振情况下,幅值为 0. 001

和 0. 005时,在 y U 1的位置上各次谐波的增长情
况# 可以看出三维波( 1, 1)比二维波( 0, 2)模增长得快,当初始扰动幅值为 0. 001时,三维波的

增长率为 0. 995 @ 10- 2,而当初始扰动幅值为 0. 005时, 三维波的增长率为 1. 955 @ 10- 2, 虽然
比第 1模态二维波最大增长率大很多,比三维波的线性增长率 0. 34 @ 10- 2也大不少,但比第 2

模态的二维T_S波的最大放大率 3. 85 @ 10- 2还是要小# 

与只加入一对三维波的情况比较, 三波共振时( 2, 0)模式谐波幅值的增长趋势不再像只加

入一对三维斜波时最大, 而是略低于( 0, 0)模式# 另外当幅值较大时,在仅有一对斜波的情况

下没有增长的其他高次谐波(如( 0, 4) , ( 1, 3)模式)在这里也开始增长# 

但总的来说,三波共振虽然会促进扰动的增长,但并不像原来设想的那样会大幅提高增长

率# 
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图 4 扰动幅值为 0. 001时各谐波增长曲线

图 5 扰动幅值为 0. 005时各谐波增长曲线

3. 2  二次失稳

在二次失稳的概念中,定义基本流 Ub由平均流及一个有限幅值的二维波组成
[ 4] ,即

  Ub = U0 + AUr2,

式中 U0 为等温平板边界层的层流解, Ur2 为二维波, A 为其幅值# 

若由于二维波的存在而使得某些小幅值的三维波不稳定,就称为二次失稳# 因此,为了研

究二次不稳定性, 需要在二维基本流 Ub上加一个三维小扰动 EUr3,其幅值 E比A 至少小一个量

级# 

通过在平均流入口处引入 1个二维波和 1个三维波可实现这一过程# 其中二维波可以写

成:

  Ur2 = �Ur2( y ) exp[ i(- Xr2 t + <r2) ] + c. c. ,

所选的二维波是一个第二模态下增长率不大的T_S波,式中 c. c.表示前面一项的共轭, Xr2表

示频率,因为采用的是空间模式,所以 Xr2 是实数, �Ur2( y ) 代表以入口处平均流剖面为基础解

O_S 方程所得速度、压力与温度等的特征函数# 

加入的三维波可写成:

  Ur3 = �Ur3( y ) exp[ i(- Xr3 t + Br3z + <r3) ] + c. c. ,

其频率 Xr3 为二维波频率 Xr2 的一半,在计算中二维波和三维波的相位 <r2、<r3都为零# 

对 A 选取了 0. 02, 0. 03和 0. 04这 3种情况, E取 0. 0001, Xr2 = 2. 34, Xr3 = 1. 17# 对 Br3

在2. 1 ~ 3. 6之间取了若干不同的值# �Ur3( y ) 可以是 y 的任意函数,但应满足边界条件# 

图6表示在入口处加入的三维波的波形,在向下游演化过程中,其形状将逐渐变成如图 7
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所示的样子# 当其形状不再变化后,即可以研究其幅值沿流向的放大率# 图中所示的是在 Br3

为2. 3时,在某一个 x ( x = 38. 45) 位置处(该处三维波波形已基本保持不变) , 3个不同二维初

始扰动幅值下的三维波波形# 这种波就是由于二次失稳激发出的不稳定波# 可以看出, 二维

扰动幅值越大, 三维波的幅值也越大# 

 图 6  x = 0 处三维波波形         图 7 x = 38. 45处三维波波形

图 8  亚谐波增长率和展向波数的函数关系

在不可压缩流体的二次失稳理论中,对每一

个给定的 A 值,都有一个可能使三维扰动不稳定

的展向波数范围, 且此范围随A 的增大而增大,并

有一个极大值# 对我们所研究的超音速边界层,

情况也如此, 见图 8# 其中横坐标表示的是三维

波的展向波数, 纵坐标表示的是三维波的流向增

长率# 从图上可以看出,随着二维波的初始幅值

的增加, 三维波的增长率整体变大# 对应于 A =

0. 02的情况,其最大放大率约为 2. 8 @ 10- 2, 比二

维第 1 模态的二维 T_S 波的最大放大率 0. 12 @
10- 2大了 20多倍,但是比第 2模态的二维T_S波的最大放大率 3. 85 @ 10- 2还要小# 

我们引入的二维波流向波数 Ar2= 2. 63,图8中对应于A = 0. 02情况使三维波流向放大率

最大的展向波数为 B= 2. 3, 二者之比为 1. 13,或反过来,二者波长之比为 0. 88,与不可压情况

也不相同# 

4  结论和讨论

通过直接数值模拟发现,对 Ma ] = 4. 5, Re = 0. 9 @ 105的超音速边界层而言,三波共振和
二次失稳机制都存在,且都对某种展向波数的三维波的增长起作用# 但二者对促进三维波增

长的作用从下述意义上来说, 并不是很大,当二维波的幅值小于 0. 01时,被激发起来的三维波

的增长率比线性理论给出的最大增长率小# 这一论断的一个间接的证明是最近T. Cebeci等

人
[ 5]
总结几十年来转捩预测的工作时指出, 对于从小扰动开始的正规转捩,只有半经验的 e

N

法才可以给出较满意的结果, 而该方法并没有考虑各种非线性的作用# 这实际隐含了下述事

实,即转捩过程的大部分时间主要取决于增长最快的T_S波的线性增长,只有在扰动幅值比较

大后,非线性因素才起作用# 而非线性作用有多种多样,并不能肯定只有某一两种起主要或决

定性作用# 一旦非线性因素起作用,不管是哪种作用, 转捩都很快发生# 即使对最终的转捩位
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置有点影响,与线性增长阶段在整个转捩过程中所占比重来说, 其差别也并不大# 实际上,如

果坚持要研究最重要的非线性作用,那么最近王新军等人
[ 6]
的研究表明由非线性作用引起的

平均流变形可能是最重要的# 因为一旦在平均流剖面中出现拐点, 那么几乎所有的谐波都会

同时出现,并且它们的增长率比在本文三波共振和二次失稳情况下找到的增长率大得多,所以

会很快转捩# 而当扰动幅值达到0. 01的量级, 这个拐点就会出现, 这与使三波共振和二次失

稳机制起重要作用的最小扰动幅值为同一量级# 
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Numerica l Study f or the R es onan t Tria d Intera cti on

a nd S econdary Ins ta bil ity in a Two_Dimensi onal

Supers onic B ounda ry L ay er

DONG Ya_ni1, 2,  ZHOU Heng1, 2

( 1. Depa rtm ent of Mechanics , Tian jin Un iver sity , T ianjin 300072, P . R . Chin a ;

2. Liu Hui Center of Applied Mathemat ics , Nankai and T ianjin Univ er sity ;

Tianjin a 300072, P . R . Chin a )

A bst ra ct : Direct numerical simulation was done for a supersonic boundary layer, to see if the mecha-

nism for the generation of sub_harmonic waves, similar to those for the incompressible flows, existed

in the process of laminar_turbulent transition. The results show that mechanisms of both resonant tr-i

ad and secondary instability do exist. Discussions were made on whether these two mechanisms are

really important in laminar_turbulent transition.

K ey w ords: resonant triad; secondary instability; supersonic boundary layer; T_S wave
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