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常数激励对局部分岔的影响
X
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摘要:  用奇异性理论讨论了常数激励对 1/ 2 内共振系统周期解局部分岔的影响# 研究表明, 常

数激励项能否产生影响关键取决于低频振子中是否存在某些非线性项# 常数激励, 一方面起主分

岔参数的作用 , 另一方面, 与系统中某些非线性项的系数一起确定分岔解基本类型、影响开折参

数# 在非退化条件下,可不考虑三次非线性项的影响# 

关  键  词:  内共振;  常数激励;  分岔
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引   言

常数激励是指系统因所受外部作用(力或力矩)本身或其部分恒定不变导致系统运动方程

中出现的常数项# 在许多工程结构中, 由于结构系统的线性模态间频率满足内共振条件, 导

致参与共振的模态之间相互作用, 使得的系统的动力学行为与单模态运动时有相当大的区

别[ 1]# 

到目前为止,已经有许多有关非线性内共振系统动力学问题的研究报道# 这些报道主要

结合具体的研究对象,如两自由度模型或杆、梁、直尺离散化模型,讨论此类系统的自由振动、

受强迫激励和/或参数激励作用下的响应# 然而, 对系统平衡点位置发生改变所引起的系统非

线性动力学行为(如分岔)的变化, 还研究得很少# 

引起系统平衡位置变化的因素有很多,比如: 系统所受的静态载荷(力或力矩)的变化;安

装误差导致实际平衡位置与设计位置不重合(如大型旋转机械轴承标高的安装误差) ; 重力场

中的系统本身质量的变化等等# 对线性系统来说,这种改变不会影响平衡位置的稳定性,但对

非线性系统来说,只要将系统新的平衡点移动到坐标原点,就会发现由于非线性的作用, 系统

平衡点的改变将影响平衡位置的稳定性,从而有可能引起系统的分岔# 故有必要研究这种有

一定普遍性的现象对共振动力学行为可能产生的影响# 

在研究金属切削过程
[ 2]
的两自由度简化模型时, Verros和 Natsiavas

[ 3]
通过数值计算简单讨

论了常数激励对1/ 2内共振系统的自激振动的影响(见文献[ 2]图8)# 对于常数激励影响的一
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般规律,没有作出明确的回答# 

Leblanc和Langford
[ 4]
用奇异性理论方法系统研究了 1/ 2内共振系统局部分岔的 Normal

Form及其普适开折# 需要指出的是, 该文并没有告诉我们主分岔参数的物理意义# 我们从

Normal Form 的形式和两自由度系统的平均方程中得到启发, 发现在弱耦合的非线性系统中,

只有常数激励才能作为系统的主分岔参数# 

本文通过奇异性理论分析,深入讨论了常数激励对 1/ 2内共振系统局部非线性动力学的

影响# 

1  问题的提出

考虑如下平方非线性系统模型:

  &x + x + f 01+ Eh1( x , Ûx , y , Ûy ) = 0, &y + 4y + f 02+ Eh2( x , Ûx , y , Ûy ) = 0, ( 1)

其中 (
#
) = d(  ) / dt , f 0j ( j = 1, 2) 为常数,非线性项为:

  hj = hj, 1Ûy + hj, 2y + hj, 3Ûx + hj, 4x + hj, 5Ûy 2
+ hj , 6Ûyy +

    hj , 7y
2
+ hj, 8ÛxÛy + hj , 9Ûxy + hj , 10Ûx 2

+

    hj , 11xÛy + hj , 12xy + hj, 13xÛx + hj , 14x
2   ( j = 1, 2)# ( 2)

由多尺度法计算可知,系统的一次近似解

  
x = A 1( t 2) sin( t 1+ B1( t2) ) + f 01

y = A 2( t 2) sin(2t 1+ B 2( t 2) ) +
1
4
f 02

  ( t1 = t , t2 = Et ) ( 3)

须满足的周期解存在条件[ 5]

  
5A 1

5 t 2
= a1A 1 + [ b1cos(2B1 - B2) + b2sin(2B1- B 2) ] A 1A 2, ( 4a)

  A 1
5B1

5 t2
= ( a2- S) A 1+ [ b2cos(2B 1- B2) - b1sin(2B1- B2) ] A 1A 2, ( 4b)

  
5A 2

5 t 2
= c1A 2+ [ d1cos(2B1- B 2) - d2sin(2B1- B 2) ] A

2
1, ( 4c)

  A 2
5B2

5 t2
= ( c2- 2S) A 2+ [ d2cos(2B1- B2) + d1sin(2B1- B 2) ] A

2
1; ( 4d)

该方程组中的系数为:

  a1 = -
1
2

h1, 3+
1
8
h1, 9f 02+

1
2
h1, 13f 01 , ( 4e)

  a2 =
1
2

h1, 4+
1
8
h1, 12f 02+ h1, 14f 01, ( 4f )

  b1 = -
1
2

h1, 8+
1
4

h1, 12 , b2 =
1
4
h1, 9-

1
2

h1, 11 , ( 4g)

  c1 = -
1
2
h2, 1+

1
8
h2, 6f 02+

1
2
h2, 11f 01 , ( 4h)

  c2 =
1
4
h2, 2+

1
4

h2, 12f 01+
1
8
h2, 7f 02, ( 4i)

  d1 =
1
8

h2, 14 -
1
8

h2, 10 , d 2 = -
1
8
h2, 13# ( 4j)

由于原系统( 1)只含有平方非线性项, 系统中仅有的非平凡定常解为双模态解 ( A 1 X 0 X

A 2)# 因此本文重点讨论系统的双模态解的分岔# 
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为分析方便起见,引入变换

  r = A 1, x = A 2cos( B2- 2B 1) , y = A 2sin( B 2- 2B1)# ( 5)

利用平均方程( 4a) ~ ( 4d) , 可得到新变量的微分方程:

  

Ûr = r ( a1+ b1x - b2y ) ,

Ûx = c1x + (2a2- c2) y + 2b2xy + 2b1y
2
+ d1 r

2
,

Ûy = - (2a2- c2) x + c1y - 2b2x
2
- 2b 1xy + d2r

2# 

( 6)

由 Ûr = Ûx = Ûy = 0可得双模态解( r , x , y ) 满足的方程组:

  

a1+ b1x - b2 y = 0,

c1x + (2a2- c2) y + 2b2xy + 2b1y
2
+ d1r

2
= 0,

- (2a2- c2) x + c1y - 2b2x
2
- 2b1xy + d 2r

2
= 0# 

( 7a)

文献[ 4]研究此类问题的双模态运动的奇异性理论时,选用的芽的形式为:

  

C1K+ b1x - b2y ,

C2Kx + 2C3Ky + 2b2xy + 2b1y
2
+ d1 r

2
,

- 2C3Kx + C2 Ky - 2b 2x
2
- 2b1xy + d2r

2# 

( 7b)

显然, 这种形式隐含着如下的假设: ( 7b)中各式的阶数最低的项系数的变化, 是相互关联的,不

是独立的# 

从系数表达式( 4e, f)及( 4h, i)可看出, 只有在常数激励项 f 01、f 02, 才能将(7a) 式中的系数

a1、c1、2a2 - c2的变化关联起来, 才能作为主分岔参数 K# 有关芽(7b) 的奇异性理论指出,与

不存在主分岔参数 K的情况比,芽(7b) 及其普适开折中包含的分岔行为要丰富得多,且 K对分

岔解枝上分岔点的分布有重要的影响# 因此,不难想象常数激励的存在将对系统( 1)中的局部

分岔有重要的影响# 下面借助于奇异性理论讨论常数激励的对 1/ 2内共振系统的局部分岔影

响# 

2  双模态运动分岔

2. 1  双模态解的分岔方程及普适开折

为考察常数激励的变化时系统双模态解的分岔问题, 今假设 f 01、f 02 的线性变化可表示

为:

  f 01 = �f 01K+ �f 01, f 02 = �f 02K+ �f 02   (�f 01、�f 02不同时为0) , ( 8)

这样就能包括常数激励的 3种变化情况: f 01、f 02中只有一个不变(�f 01 = 0,�f 02= 1或�f 01= 1,�f 02

= 0) ,或同时改变(�f 01�f 02 X 0,�f 01 = 1)# 将式(8) 代入式(7a) 之系数 a1、c1、a2- c2/ 2的表达

式并整理可得:

  a1 = C1K+ E1, c1 = C2K+ E2, a2-
1
2

c2 = C3K+ E3, ( 9)

其中

  C1 = -
1
8

h1, 9�f 02+
1
2
h1, 13�f 01 , E1 = -

1
2

h1, 3+
1
8
h1, 9�f 02+

1
2

h1, 13�f 01 ,

  C2 = -
1
8 h2, 6�f 02+

1
2 h1, 11�f 01 , E2 = -

1
2 h2, 1+

1
8 h2, 6�f 02+

1
2 h1, 11�f 01 ,

  C3 = h1, 14-
1
8 h2, 12 �f 01+

1
8 h1, 12-

1
2 h2, 7 �f 02,
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  E3 =
1
2
h1, 4-

1
8

h2, 2+ h1, 14-
1
8
h2, 12 �f 01+

1
8

h1, 12-
1
2

h2, 7 �f 02,

从而分岔方程( 7)可写为如下的形式:

  

E1+ C1K+ b1x - b2y = 0,

( E2+ C2K) x + 2( E3+ C3K) y + 2b 2xy + 2b1y
2
+ d1r

2
= 0,

- 2( E3 + C3K) x + ( E2+ C2K) y - 2b2x
2
- 2b1xy + d2 r

2
= 0# 

( 10)

Leblanc和 Langford
[ 4]
讨论了如下两种情况:无分岔参数 ) ) ) 即 K S 0(本文中对应无常数激励

的情况: f 01 = f 02 = 0)、单分岔参数 ) ) ) 即 K不恒等于0且 E1 = 0# 而对于 E1 X 0的情况,未

加讨论# 

引入如下等价变换到方程组( 10)中[ 4]

  �x =
1
C1

( b1x - b2 y ) , �y =
1
C1

( b 2x + b1y ) , �r
2
=

1

2C21
| b 1d2+ b2d 1 | r

2
, ( 11)

然后左乘矩阵

  

1 0 0

0
b1C2
2C

2
1

-
b2 C2
2C

2
1

0
b2C2
2C21

b1 C2
2C21

1
C1

0 0

0
1
C2

0

0 0
1
C3

,

则方程组( 10)可简化为:

  

E+ K+ �x = 0,

( R1K+ L)�x + ( R2K- G)�y + �y 2
+ �c(�x 3

+ �x�y 2
) + a�r 2 = 0,

(- R2K+ G)�x + ( R1K+ L)�y - �x�y + �c(�x
2
�y + �y

3
) + D�r

2
= 0,

( 12a)

其中

  E=
E1
C1

, R1 =
C2
2C1

, R2 =
C3
C1

, L=
E2
2C1

, G= -
E3
C1

, ( 12b)

  �c =
c
2

C1
b
2
1+ b

2
2
, a =

b1d1- b2d2

| b1d2+ b2d1 |
, D= sgn( b1d 2+ b2d1)# ( 12c)

取 Kc= K+ E, Lc = L- R1E、Gc= G+ R2E, 可将式( 12)化成:

  

Kc+ �x = 0,

( R1Kc+ Lc)�x + ( R2Kc- Gc)�y + �y
2
+ a�r

2
= 0,

( Gc- R2Kc)�x + ( R1Kc+ Lc)�y - �x�y + D�r 2 = 0,

( 13)

Lc、Gc为开折参数, K为分岔参数# 文献[ 4]指出,在非退化条件

  b1d2+ b2d1 X 0, C1 X 0, C2 X 0, ( R1+ 1)
2
+ R

2
2 X 0,

  6 ( a, R1, R2) = R
2
2- 2aDR1R2 + 2aDR2+ 2a

2
R1+ a

2
+ 4R1 X 0

满足的情况下,式( 13)的左端:当 Lc = 0, Gc = 0时是Normal Form;当 Lc X 0, Gc X 0时是一个

普适开折# 这样,式( 12)的左端同样也是一个普适开折# 即, 在非退化条件满足的情况下,讨

论原系统的双模态解的局部分岔, 不需考虑 3次以上的非线性项# 

2. 2  奇异性理论分析

由式( 13)的前两式可解得
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  �x = - Kc, r
2
= -

1
D
[ R2K

2
+ ( R1+ 1) Ky - GK+ Ly ] ,

代入式( 13)的第 3式得关于 y 的方程:

  G = y
2
+ [ R2- b( R1+ 1) ] Kcy - ( R1+ bR2) Kc2+

    ( Gcb - Lc) Kc- ( Gc+ Lcb) y = 0# ( 14)

Langford的奇异性理论[ 6]结果指出,可根据两个判别式(其中 a = bD) :

  $1 = 6 ( a, R1, R2) , $2 =
b( R1 + 1) 2+ R2(1- R1)

D
# 

以及 R1 的符号,将式( 13)蕴涵的分岔分为两类 4种(见表 1)# 
表 1 分岔的分类及 Normal Form分岔解特征

情况 Nornal Form分岔解的特征 R1 $2 $1

Ñ 无解 @ @ < 0

Òa 无解 < 0 > 0 > 0

Òb 一个双边解枝 > 0 @ > 0

Òc 两个双边解枝 < 0 < 0 > 0

而在开折参数平面 ( Lc, Gc) 可能存在如下的转迁集:

1. Z2迟滞集( G = 5G/ 5y = 0) :

  Gc = - bLc      (原点处) ,

  Gc = -
( R2+ b )

R1
Lc   倍周期点处 y =

R2 Lc+ R1Gc
R1

, Kc =
Lc
R1
处 ;

2. 双重极限点集 ( G = 5G / 5y = 0) :

  Lc = 0, Gc X 0;

3. 非对称分岔集 ( G = 5G / 5y = 5G /5 Kc = 0) :

  Gc = U1, 2Lc, U1, 2 = - [ b( R1+ 1) + R2 ? $1 ] / (2R1)# 
表 2 不同情形下的转迁集组合

转迁集
类型

Ñ Òa Òb Òc

迟滞集

双重极限点集
K

非对称分岔集 @ @
U1(D = 1)

U2(D = - 1)
U1, 2

  这些转迁集有的情况下可能不出现(见表 2 @ 标注的情形) # 但在上述任何情况下,所对

应的转迁集都将开折参数平面分成不同的区域# 在不同的区域, 不仅分岔图的拓扑结构不相

同,而且倍周期分岔点、双模态的主解枝分岔点、双模态解的非对称分岔点在 K轴上的分布也

不同# 

方程( 13)的各种分岔图可参考文献[ 4]的工作# 现在讨论本文所研究的系统的双模态解

的分岔与文献[ 4]给出的分岔图的不同之处# 

今以情形Òc为例来说明 EX 0对分岔图的影响(见图 1)# 由图可以看出,与 E= 0时的

情况相比, EX 0对分岔图的影响包括两方面:在开折参数的空间( L, G) 内使得分岔的组织中

心发生平移,从(0, 0) 移到( R1E, R2E) ;在摄动保持分岔图上,使分岔图平行于分岔参数 K轴平
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移# 

2. 3  常数激励的影响

综合式( 12a)、( 8)、( 9)、( 4e, f)及( 4h, i) , 可得普适开折中系数 E、L、G、R1、R2 的表达式# 从

这些系数的表达式, 可看出常数激励对双模态解的分岔产生影响的前提条件是:对平方非线性

系统, 低频振子中至少存在非线性项 Ûxx、Ûxy 之一; 对高次非线性系统,该条件一般化为低频振

子方程中存在形如 Ûxg ( x , y ) 这样的非线性函数# 一般而言,后者的分岔图更复杂些, 有可能

出现前者分岔图的折叠等现象# 

图 1( a)  转 迁 集(图中实线)         图 1( b)  分 岔 图   

(括号中的值为 Kc轴的坐标值)

另外,在原系统的向量场满足非退化条件的情况下,研究系统双模态解分岔时勿须考虑三

次以上的非线性项, 并且分岔解的基本类型及转迁集的确定取决于如下形式的项:

对低频振子: Ûxg1( x , y ) , xg2( x , y ) ;

对高频振子: Ûyg3( x , y ) , yg3( x , y )# 

若�f 01 = �f 02 = 0,即单常数激励或双常数激励正比于 K变化时, 低频振子的线性阻尼项将

使 EX 0,从而使分岔的组织中心发生平移、主参数 K的分岔值也发生变化# 若�f 01、�f 02不同时

为0, Ûxg( x , y ) 也会产生同样的影响# 

3  结果与讨论

本文的讨论表明,对于 1/ 2内共振系统的分岔来说,常数激励对双模态周期解的分岔可能

有很大的影响# 其前提条件是,低频振子中存在 Ûxg( x , y ) 的非线性项# 若系统中存在三次以

上非线性项,常数激励对可能存在的单模态周期解的分岔同样有影响# 由于篇幅的限制且讨

论相对简单,本文未给出有关内容# 

在非退化情况下,一方面,常数激励项依赖于系统非线性项的系数,决定了分岔的类型(情

形Ñ、Òa、Òb、Òc) ;另一方面它能同时控制单、双模态分岔# 系统中的线性非耦合项系数可

能影响开折参数的值,从而能改变常数激励变化时不同分岔发生的先后顺序# 
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Effects of Constant Excitation on Local Bifurcation

WU Zhi_qiang,  CHEN Yu_shu
( Depar tment of Mechanics , T ianjin Un iv er sity , Tianjin 300072, P . R . China )

Abstract: The effects of the constant excitation on the local bifurcation of the periodic solutions in

the 1: 2 internal resonant systems were analyzed based on the singularity theory. It is shown that the

constant excitation make influence only when there exist nonlinear terms, in the oscillator with lower

frequency. Besides acting as main bifurcation parameter, the constant excitation, together with coef-

ficients of some nonlinear terms, may change the values of unfolding parameters and the type of the

bifurcation. Under the non_degenerate cases, the effect of the third order terms can be neglected.

Key words: internal resonance; constant excitation; bifurcation

150 常数激励对局部分岔的影响


