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含涂层空心球复合泡沫塑料的
模量预测及讨论
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摘要 : � 利用Mori_Tanaka平均应力的概念和 Eshelby等效夹杂的原理,研究了含涂层空心球复合泡

沫塑料的弹性性质,从理论上导出了这类复合材料的有效模量预测公式�� 此外, 基于这些理论公

式,讨论了涂层厚度和泊松比变化对复合泡沫塑料有效模量性质的影响��
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引 � �言

含空心球复合泡沫塑料作为一种新型材料,在航空、航天及航海等领域均有广泛的应用��

关于这类新型泡沫材料弹性性质的研究国内外已有不少著作发表[ 1]��作者也曾较为系统地研

究了含空心球复合泡沫塑料有效模量的预测方法[ 2] ��但是,现有的工作主要考虑了空心球与

基体理想粘接的情况,很少考虑界面层的影响��另外, 在通常的复合泡沫塑料中,如果空心球

与基体的粘接质量不是很好, 则在加载过程中会导致空心球与基体脱胶的现象,从而达不到有

效增强材料的目的��近些年来,为了改善空心球与基体间的结合状况,通常采用涂层技术来提

高界面质量,从而改善了复合材料的整体力学性能��然而, 涂层的加入相当于在空心球与基体

之间引入了界面相, 从而大大增加了力学分析的难度, 目前还未见文献给出这类含涂层空心球

复合泡沫塑料有效模量的有效预测结果��本文基于Mori_Tanaka平均应力的概念和 Eshelby等

效夹杂的原理, 通过将涂层作为新的材料相来处理, 建立了比较材料的基本单元体模型, 从而

得到这类材料的有效模量预测公式��在此基础上,又进一步讨论了涂层厚度和泊松比变化对

材料有效模量性质的影响��

1 �Mori_Takaka方法

1973年Mori和 Tanaka提出了计算基体平均应力的方法,从而解决了在有限体积比夹杂下

使用 Eshelby 等效夹杂原理的基本理论问题��其后,在 Mori_Tanaka 平均应力概念下的等效夹
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杂原理被广泛应用于各种复合材料的有效性能预测��因此, 这种方法通常被称为 Eshelby_

Mori_Tanaka等效夹杂方法,或者简称为 Mori_Tanaka方法[ 3]��这种方法的基本原理是: 认为夹

杂的加入只对夹杂附近的应力场产生影响,而整个材料加入夹杂后的平均应力场与加入夹杂

前的平均应力场相同��而加入夹杂后, 夹杂附近的局部扰动场可以通过 Eshelby等效夹杂原理

来求得��Mori_Tanaka方法的模型如图 1所示��其中 m 代表了无限大区域S 内的均匀基体,远

场的应力边界条件为 �0n,基体中的应力场也为 �0�� 加入夹杂 f 后, 从其中任意选取一个基本

单元区域 S�,由于夹杂的加入, S�中基体中的应力场不再是 �0,而变为 �( 0) , S�中各相的应力
场可以在基体应力场的基础上叠加一个扰动值来得到,而这个扰动值则需要利用Eshelby等效

夹杂原理来确定�� 但是 S�中的平均应力仍然为 �0�� 关于 Mori_Tanaka 方法的细节可参考

Weng[ 4]和 Benveniste[ 5]等人发表的著作��

� � � 图 1 �Mori_Tanaka模型� � � � � � � � � 图 2 � 比较材料的基本单元体模型

(涂层厚度 h = �c - �b )

2 �基于Mori_Tanaka方法确定复合泡沫塑料的有效模量

从复合泡沫塑料的 SEM照片
[ 6]
可以看出, 这类材料除含有大量空心球外, 还含有大量发

泡产生的气孔��对于含涂层空心球复合泡沫塑料来说, 情况也是类似的��为了分析这类材料

的有效模量,通常人为地将整个材料的制作过程分为两步��第一步是在基体中只加入含涂层

的空心球增强粒子, 从而得到不含孔隙的复合材料��如果把它作为比较材料,则第二步是在比

较材料中加入孔隙(假设是球形的) ,从而得到真实的复合泡沫塑料��因此,整个材料的模量计

算也可分两步来实现��
首先,按照图 2所示的比较材料的基本单元体模型来分析比较材料的模量��为方便起见,

这里将空心球作为一个整体来考虑��由文献[ 7]知, 当空心球受到静水压力作用时, 利用三相

球模型,可得到空心球的等效体积模量为

� � k2 = 4kg�g (1- C2) / (4�g + 3kgC2) , ( 1)

其中 C2 = r
3
a / r

3
b为空心球中气相的体积比, ra, rb分别为空心球内、外半径; kg , �g分别为空心

球壁的体积模量和剪切模量��

根据文献[ 8]提供的资料可知,空心球的等效剪切模量为

� � �2 = �g (1- C2) / (1 + C2)�� ( 2)

假设复合材料在远场受到外部施加的均匀应力场 �0 作用�� 对于形状相同的均质纯基体

来说,在相同边界条件下,其应变场 �0可由 �0 = L0�
0来确定�� 其中 L0为基体的弹性刚度张

量�� 在选取基本单元体时,假设各相材料的体积比与复合材料中各相材料的体积比相同,则

单元体模型如图2所示�� 其中空心球之外包覆着一层均匀涂层, 涂层之外是基体�� 由于基体
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中夹杂物的存在,所以基体中的实际应力场 �( 0) 会在纯基体应力场 �0的基础上增加一个扰动

量��(实际变量 �(0)也会在应变场 �0的基础上增加一个扰动量 ��) ,因此基体中的应力场 �(0)与

应变场 �
( 0)
的关系可以表示为

� � �( 0) = �0+ ��= L0�
(0)

= L 0( �
0
+ ��) , ( 3)

而涂层材料的应力场 �(1) 在上述基体应力场的基础上又增加一个新的扰动量 ��1(应变的扰动

量为 �
�
1) , 即有

� � �( 1) = �0+ ��+ ��1 = L1�
(1)

= L 1( �
0
+ ��+ ��1) = L 0( �

0
+ ��+ ��1- �*1 ) , ( 4)

这里 L 1为涂层材料的弹性刚度张量, �( 1) 为涂层材料的应变场,而 �*1 是(4) 式中将L 1换成L 0

后所产生的应变差值,称为本征应变�� 同理可知,等效夹杂球中的应力场 �
(2)
也可以用应力

和应变的新的扰动量 �
�
2和 �

�
2表示为

� � �( 2) = �0+ ��+ ��2 = L2�
(2)

= L 2( �
0
+ ��+ ��2) = L 0( �

0
+ ��+ ��2- �*2 ) , ( 5)

其中 L 2为等效夹杂球的弹性刚度张量, �( 2) 为等效夹杂球中的应变场,而 �*2 是(5) 式中将 L2

换成 L 0后所产生的本征应变��并且有

� � ��1 = S�
*
1 , �

�
2 = S�

*
2 , ( 6)

这里 S 为Eshelby张量,它与基体材料的性质和夹杂物的几何形状有关�� 由于本征应变 �*1 ,

�*2 都是以基体材料作为比较材料来得到的, 所以在球形夹杂情况下, (6) 式中的 Eshelby 张量

S 均由基体材料的性质确定, 故结果是相同的��

有了上面分析的结果,则基本单元体内部的平均应力 ��可以表示为
� � ��= V0�

( 0)
+ V1�

(1)
+ V2�

(2)
= �0, ( 7)

其中 V0, V 1, V2分别为基体材料、涂层材料和等效夹杂球的体积比, 它们满足下式

� � V0+ V1 + V2 = 1, ( 8)

由( 7)和( 8)式得到 � � ��+ V1�
�
1+ V 2�

�
2 = 0�� ( 9a)

根据( 3)、( 4)、( 5)式可以得到

� � ��1 = L0( �
�
1- �*1 ) = L 0( S - I ) �*1 , ( 9b)

� � ��2 = L0( �
�
2- �

*
2 ) = L 0( S - I ) �

*
2 , ( 9c)

� � ��= L 0��, ( 9d)

其中 I 是四阶单位张量��将( 9b)、( 9c)、( 9d)代入( 9a)式经整理后得到

� � ��= - V1( S - I ) �*1 - V2( S - I ) �*2 , ( 10)

再由( 4)、( 5)式得

� �
�L 1( �

0
+ ��+ ��1) = - L 0�

*
1 ,

�L 2( �
0
+ ��+ ��2) = - L 0�

*
2 ,

( 11)

其中 �L 1 = L 1- L0, �L 2 = L 2- L 0�� 将( 6)、( 10)式代入( 11)式得

� �
�L 1[ �

0
- V1( S - I ) �*1 - V 2( S - I ) �*2 + S�*1 ] = - L0�

*
1 ,

�L 2[ �
0
- V1( S - I ) �*1 - V 2( S - I ) �*2 + S�*2 ] = - L0�

*
2 ��

( 12)

上式用矩阵形式表示为

� �
V 1�L 1( S - I ) - �L 1S - L0 V2�L1( S - I )

V1�L 2( S - I ) V2�L 2( S - I ) - �L2S - L 0

�*1

�*2
=
�L1�

0

�L2�
0
��

令� � � A = V 1�L 1( S - I ) - �L 1S - L0, B = V2�L 1( S - I ) ,

� � C = V1�L2( S - I ) , D = V2�L2( S - I ) - �L2S - L 0��
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则可以求出本征应变如下

� �
�*1 = ( C - DB

- 1
A )

- 1
(�L2- DB

- 1�L 1) �
0
,

�
*
2 = ( B - AC

- 1
D )

- 1
(�L1- AC

- 1
�L 2) �

0��
( 13)

若令 H = ( C - DB
- 1

A )
- 1

(�L2 - DB
- 1
�L1) , P = ( B - AC

- 1
D)

- 1
( �L 1- AC

- 1
�L2)

则可得到

� � �*1 = H �0, �*2 = P�0�� ( 14)

考虑到基本单元体中的平均应变 ��应为
� � ��= V0�

( 0)
+ V1�

(1)
+ V 2�

(2)
= ( I + V1H + V2P ) �

0
, ( 15)

而基本单元体中的平均应力 ��又为
� � ��= L��= L ( I + V 1H + V2P ) �0 = L0�

0
, ( 16)

因此,含涂层空心球复合材料的弹性刚度张量为

� � L = L 0( I + V1H + V2P )
- 1�� ( 17)

若把基体材料、涂层材料和等效夹杂球看成是均匀各向同性材料, 则任一四阶各向同性张量

N 可以简记为[ 9]

� � N = ( a, b) = ( a - b) (1/ 3) ��+ bI , ( 18)

则 L i , S, I 可以表示为
[ 4]

� � L i = (3ki , 2�i ) ( i = 0, 1, 2) , S = ( �, �) , I = (1, 1) , ( 19)

其中 k , �分别表示体积模量和剪切模量, 而下标取 0, 1, 2分别代表与基体、涂层和等效夹杂

球有关的量��并且有

� � �= 3k0/ (3k 0+ 4�0) , �= 6( k 0+ 2�0) / 5(3k 0+ 4�0)�� ( 20)

将以上各式代入( 17)式,可得含涂层空心球复合材料的体积模量和剪切模量为

kc

k0
= 1+

�( V1 + V 2)
k1
k0

- 1
k2
k0

- 1 + V1
k 1
k 0

- 1 + V2
k2
k0

- 1

1+ V0�
2 k 1

k 0
- 1

k 2
k 0

- 1 + � ( 1- V1)
k 1
k 0

- 1 + (1 - V2)
k 2
k 0

- 1

, ( 21)

�c
�0

= 1 +

�( V1+ V2)
�1
�0

- 1
�2
�0

- 1 + V1
�1
�0

- 1 + V2
�2
�0

- 1

1+ V0�
2 �1
�0

- 1
�2
�0

- 1 + � (1- V1)
�1
�0

- 1 + (1- V2)
�2
�0

- 1

��

( 22)

若在上式中令 V1 = 0, k1 = k 0, �1 = �0, 则可得到无涂层空心球复合材料的模量公式如下

k
k0

= 1+
V2 k2/ k0- 1

1+ (1- V2) ( k2- k0) / ( k 0+ 4�0/ 3)
, ( 23)

�
�0

= 1+
V2 �2/ �0 - 1

1+ (1- V2)
�2/ �0- 1

1+ (9k0+ 8�0) / 6( k 0+ 2�0)

�� ( 24)

在上述结果基础上, 若进一步考虑材料制备过程中引入球形泡孔的影响,则只需在比较材

料中加入球形的孔洞,然后利用模量预测公式( 23)、( 24) , 就可导出含涂层空心球复合泡沫塑

料的有效模量预测公式(令 k 2 = �2 = 0 ) ,即

� � k
kc

= 1 -
p

1 - (1- p )
k c

kc + 4�c/ 3

, ( 25)
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� � �
�c

= 1 -
p

1 - (1- p )
6( kc + 2�c )
5(3kc + 4�c)

�� ( 26)

其中 kc , �c由公式(21)、(22) 确定,而 p 为引入球形泡孔的体积比�� 对具体的材料它可由 p =

1 - �/ ( V 0�0+ V1�1+ V2�2) 来确定,其中 �, �0, �1和 �2分别为复合泡沫塑料、基体、涂层和等

效夹杂球的密度��

图 3� 无涂层空心球复合泡沫塑料弹性� � � � 图 4� 普通泡沫塑料弹性模量实
模量实验值与理论预测值的比较 验值与理论预测值的比较

( a)

由于缺少含涂层空心球复合泡沫塑料的力学性

能数据,所以为检验上述模量公式的有效性,这里仅

给出公式退化后预测无涂层空心球复合泡沫塑料和

普通泡沫塑料弹性模量的预测结果, 并与实验值进

行了比较��其中无涂层空心球复合泡沫塑料的实验

数据来源于文献[ 10] ,而普通泡沫塑料的实验值来源

于文献[ 11]�� 可见, 理论预测与实验值符合得很好

(见图 3和图 4)��因此,这间接证明了本文模量预测

公式的有效性和正确性�� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � �

( b) � � � � � � � � � � � � � � � � � � ( c) � � �
图 5 � 有效模量比与涂层厚度之间的关系

3 �涂层厚度及泊松比对复合泡沫塑料有效模量的影响

为了了解涂层复合泡沫塑料弹性性质的影响 , 在这里引用文献[ 10]中所提供的材料数
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据: k0 = 8. 16 GPa, �0 = 1. 75 GPa, kg = 43. 21 GPa, �g = 28. 46 GPa, 利用上面推导的模量预

测公式,对复合泡沫塑料的有效模量进行了数值计算和分析��若假设涂层材料的泊松比与基

体材料的泊松比相同,则图5( a)、( b)、( c)分别给出了涂层材料取不同模量和厚度 ( h = rc -

rb) 时,复合泡沫塑料(泡孔的体积比为 0. 3)的体积模量比、剪切模量比和弹性模量比��由图

可见,涂层厚度的增加对复合泡沫塑料模量的影响取决于涂层材料模量与基体材料模量的比

值��如果涂层材料的模量小于基体材料的模量,那么随着涂层厚度 h 的增加, 复合泡沫塑料

的模量呈下降的趋势;如果涂层材料的模量等于基体材料的模量, 则复合泡沫塑料的模量与

涂层厚度 h 无关; 若涂层材料的模量大于基体材料的模量, 则随着涂层厚度 h 的增加, 复合

� ( a)

泡沫塑料的模量呈增加的趋势��一般说来,涂层的加入对剪切

模量产生的影响比对体积模量的影响大,同时涂层材料的模量

变化也会对复合泡沫塑料的模量产生影响��比如当涂层厚度

为1微米时, 若涂层材料的模量取值为基体材料模量的 3倍,

则材料的体积模量比没有涂层时的体积模量值提高 14% , 相

应的剪切模量提高 16%, 弹性模量也提高了 16%��在同一涂

层厚度下,随着涂层模量与基体模量的比值增大,体积模量和

剪切模量也增大,但增长的速度随着比值的增大而减慢��

( b) � � � � � � � � � � � � � � � ( c)

图 6� 有效模量比与涂层泊松比之间的关系

而图 6( a)、( b)、( c)给出了涂层泊松比变化对复合泡沫塑料模量产生的影响��计算中设

涂层材料取三组弹性模量值(分别为 3GPa、5GPa和 7GPa) , 泊松比从 0. 01变化到 0. 49��根据
弹性常数 k , �, E , �之间的关系可以看出: k 为E 和�这两个变量的单调增函数,而 �为变量E

的单调增函数, 是变量 �的单调减函数��仅从这一点来看, 图中曲线的变化趋势是正确的��当

涂层的泊松比接近 0. 5时, 材料变得几乎不可压缩, 此时, 复合泡沫塑料的体积模量迅速增

大��从图 6( c)可以看出,在上述泊松比的变化范围内,弹性模量存在一个极小值��虽然涂层

的泊松比对复合泡沫塑料体积模量的影响很大, 但对弹性模量的影响却不明显��如涂层材料

的弹性模量取 3GPa、5GPa和 7GPa时, 图 6( c)中对应曲线的最大值与最小值的相对比值分别

为6. 61% , 4. 02%, 2. 69%�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

4 �结 � �论

本文基于 Mori_Tanaka 平均应力的概念和 Eshelby 等效夹杂的原理, 得到了含球形涂层粒

子增强复合材料的有效模量的显示表达式��这些公式不仅可以用于含涂层空心球复合泡沫塑

料的有效模量预测, 也可用于无涂层空心球复合泡沫塑料和普通泡沫塑料的模量预测��此外,
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基于所得到的模量预测公式还讨论了涂层厚度和泊松比变化对材料整体弹性性能的影响��数

值计算的结果表明: 在涂层泊松比与基体泊松比相同的条件下, 涂层的加入对剪切模量的影响

较大;当涂层的模量小于基体材料的模量时, 加入涂层起不到提高复合泡沫塑料模量的作用��

当改变涂层的泊松比使其逐渐增大, 且趋于 0. 5 时, 复合泡沫塑料的体积模量增加很快, 剪切

模量逐渐减小, 而弹性模量先减少,后增加,变化不大��
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Modulus Prediction and Discussion of Reinforced Syntactic

Foams With Coated Hollow Spherical Inclusions

YUAN Ying_long,  LU Zi_xing

( Institute of Solid Mechanics , Beijin g Univer sity of Aeronautics

and Astr on autics , Beijin g 100083, P . R . China )

Abstract: The elastic properties of syntactic foams with coated hollow spherical inclusions have been

studied by means of Mori and Tanaka. s concept of average stress in the matrix and Eshelby. s equiva-

lent inclusion theories. Some formulae to predict the effective modulus of this material have been de-

rived theoretically. Based on these formulae, the influences of coating parameters such as the thickness

and Poisson. s ratio on the modulus of the syntactic foams have been discussed at the same time.

Key words: Mori_Tanaka model; effective modulus; coating; syntactic foam
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