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摘要: � 讨论 n个受柔性边界条件约束的随机变量的概率分布�� 理论解显示其概率密度函数随变

量值增大而减小,当 n 趋於无穷大时收敛于 Delta 函数�� 在有序统计的理论框架下, 同时得到最小

值分布的解析解��
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引 � � 言

在很长时间里, 受约束随机变量的分布是一个重要的研究领域
[ 1]�� 本文讨论在边界条件

为

� � �
n

i= 1

xi � 1 ( 1)

时, n个[ 0, 1] 区间内的随机变量 xi ( i = 1, 2, �, n; n �1) 的概率密度 p ( x )�� 这一问题对基

础科学研究和工程技术发展有重要的意义�� 它是讨论弱相互作用基本粒子行为[ 2] , 固体材料

中群体微损伤演化[ 3, 4] , 交通信号系统优化[ 5]等问题的一个基础�� 虽然刚性边界条件, 比如

�
n

i= 1

xi = 1, 约束下的随机变量是一个已经被研究成熟的问题[ 6] , 对柔性边界条件的研究还出

于初步阶段�� 这样一类问题通常是通过Monte Carlo模拟或者近似分布来讨论�� 这些手段对确

定性现象控制以及相关机制和过程不能有效分析��

除了 p ( x ) , xi 的最小值的概率分布pm( x ) 对很多问题也很重要�� 例如, 晶体材料的损伤

矩是小于某一极限尺度的位错对存在概率的单值函数[ 7]�� 目前, 唯一一类建立成熟的有序统

计理论是针对独立并且同样分布( i. i. d. )的随机变量序列[ 8]�� 对于受边界条件或者内部过程

约束的随机过程,通常很难获得理论解[ 9]��

在本文以下部分, p ( x ) 和 pm( x ) 将被分别讨论�� 结果显示,通过条件概率分析, 我们能
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够获得解析解, 而且理论结果与Monte Carlo模拟的数据符合很好��

1 � 推 导过 程

1. 1 � 随机变量的分布

定义

� � yj = y 1+ �
j- 1

i= 1
x i , � � 当 j � 2, ( 2)

其中 j = 2, 3, �, n + 1;并且 y 1 = 0�� 易见

� � 0 = y 1 � y2� � yj � yj+ 1� � yn+ 1 � 1, ( 3)

并且 yj 在[ 0, 1]区间随机分布��

不失普遍性, 令 yj+ 1- yj = �(1 � j � n + 1)�� 在区间 0 � x � 1,

� � 0 = z 1 � z 2� � z j � z j+ 1� � z n+ 1 � 1- �, ( 4)

其中

� � z i =
yi , � � � 当 i � j ,

yi - x , � � 当 i > j ,

基于条件概率分析, � � x 的概率为

� � P( x ) =
�
1- x

0
dzn+ 1�

z
n+ 1

0
dz n��

z
3

0
dz 2

�
1

0
dyn+ 1�

y
n+ 1

0
dyn ��

y
3

0
dy 2

= (1 - x )
n
, ( 5)

因此, 随机变量 xi 的概率分布函数为

� � p ( x ) =
n(1 - x )

n- 1
, � � 0 � x � 1,

0, � � � � � 其它��
( 6)

1. 2 � 最小值的分布 �随机变量 x i的最小值, xm必须满足

� � ( n - 1) xm � �
n

i= 1

xi , ( 7)

通过方程( 1) ,有

� � xm � 1
n
, ( 8)

基于方程( 2) ,对于一个在 x � [ 0, xm] 区间的随机变量

� � x � yj+ 1- yj � � ( j = 1, 2, �, n) , ( 9)

方程( 9)可以变形为

� � 0 = z
�
1 � z

�
2� � z

�
n+ 1 � 1 - nx , ( 10)

其中

� � z
�
j = yj - ( j - 1) x ,

最小值 xm � x (0 � x � 1/ n) 的概率为

� � Pm( x ) =
�
1- nx

0
dz�n+ 1�

z
�
n+ 1

0
dz�n��

z
�
3

0
dz�2

�
1

0
dy n+ 1�

y
n

0
dy n- 1��

y
3

0
dy 2

= (1- nx )
n
, ( 11)

所以, xi 的概率密度为
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� � pm( x ) =
n
2
(1- nx )

n- 1
, � � 0 � x � 1/ n,

0, � � 其它��
( 12)

注意在0 � x � 1/ n 区间pm( x ) = n�p ( nx )��

2 � 讨 � � 论

方程( 6)和( 12)分别给出了 x i以及xi 最小值的分布�� 图1显示了不同 n值下x i的分布��

可以看到, 方程( 6)的理论解和Monte Carlo 模拟结果符合良好�� 在Monte Carlo模拟过程中,我

们使用一个随机数产生程序生成 x i�� 这一过程被重复执行, 直至 10 000个满足方程(1) 的有

效随机变量集合被产生�� 数据表明 x i的概率密度随x 下降,其峰值在 x = 0�� 在 x = 1, p ( x )

总为 0�� 当 n = 1, p ( x ) 和 x 呈线性关系�� 这一线性关系在 n > 1时不复存在�� 当 n 趋于

无穷大时, p ( x ) 趋于 Delta函数�� 通过方程(6) , xi 的平均值E 为

� � E =
1

n + 1
, ( 13)

方差 �为

� � � = 1
n + 1

n
n + 2

, ( 14)

� 图 1� 随机变量的概率密度分布 � � � � � � � � � 图 2� 最小值的概率密度分布

E 和�均随n上升而减小�� 这一现象和上文讨论的 p_x 关系相符合��

在图2中,我们将方程(12)的理论解和Monte Carlo模拟 x i的最小值的数值结果相比较�� x i

的最小值的概率密度总随 x 而减小,而且总小于 p ( x )�� 与 p ( x ) 相似,当 n = 1时, pm _x 曲线

呈线性,并且当 n 趋于无穷大时收敛于 Delta函数�� 由方程(12) ,最小值的均值 Em为

� � Em =
1

n( n + 1)
=

E
n
, ( 15)

其方差为

� � �m =
1

( n + 1)
1

n( n + 2)
=
�
n
, ( 16)

注意 E 和�分别大于Em和 �m 的 n 倍��

3 � 结 � � 论

我们分析了 n 个随机变量在柔性边界条件约束下的分布,并获得其概率密度的解析解��

主要结论如下
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1) 随机变量的概率密度由方程( 6)给出��

2) 最小值的概率密度由方程( 12)给出��

3) 均值和方差由方程( 13) ~ 方程( 16)给出��

4) p ( x ) 和 pm( x ) 均随 x 减小,并当 n 趋于无穷时收敛于Delta函数��
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Distribution of Random Elements Subjected to

a Flexible Boundary Condition

CHEN Han_dong1, � QIAO Yu2

( 1. Depa rtm ent of Applied Physics , Stanford Univ er sity , Stanf ord , CA 94305, USA ;

2. Depar tm ent of Civil Engin eer in g , Univer sity of Akron , Akron , OH 44325_3905, USA )

Abstract: The probability distribution function of n random elements subjected to the flexible bound-

ary condition was derived. The probability density is a descending curve and converges to a delta

function as n tends to infinity. The distribution of the minimum value was discussed in context of or-

dered statistics.

Key words: flexible boundary condition; constrained random element; probability density; ordered

statistics
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