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摘要:  微分对策求解往往涉及到困难的两点边值问题( TPBV) , 将线性二次型微分对策问题归结

于Hamilton 体系# 对 Hamilton 系统,辛几何算法具有能复制 Hamilton 系统的动态结构并保持相平

面上的测度的优点# 从Hamilton系统角度,探讨了线性二次型微分对策系统的辛性质;作为尝试,

对无限期间线性二次型微分对策的计算引入 Symplectic_Runge_Kutta算法# 给出了一个数值计算实

例,从结果可以说明这种方法的可行, 也体现了辛算法对系统的能量具有良好的守恒性# 
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引   言

微分对策是处理双方或多方连续动态对抗冲突、竞争或合作问题的一种数学工具# 自R.

Isaacs博士的5微分对策6一书问世后短短的 30多年, 微分对策理论与应用有了很大的发展# 

微分对策的解法,常用的方法是把微分对策看做变分问题, 进而求解所谓的Hamilton_Jacobi方

程# 虽然这种方法可以解决许多问题, 但往往涉及到求解两点边值问题( TPBV) , 而两点边值

问题的求解是相当困难的# 

微分对策问题可归结于Hamilton体系,Hamilton系统的研究是动力系统研究领域中的一个

重要课题, 由于Hamilton系统的复杂性,对大多数Hamilton 系统均得不到解析解, 而只能借助

数值方法# 传统求解Hamilton系统的数值方法主要有单步法(如 Runge_Kutta法)和线性多步

法(如Adams法、Cowell法)# 而这些传统的数值方法均会使 Hamilton系统的能量随时间呈线

性变化,会歪曲Hamilton 流的整体特征# 近年来, 对 Hamilton系统, 由于能保持 Hamilton流的

辛结构和使系统的能量不发生长期变化, 由冯康教授等人建立的辛算法[ 1, 2] ( Symplectic Algo-

rithm)得到了很多的肯定# 辛几何是Hamilton体系的数学框架, 它与通常的 Euclid空间 R
n
有
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本质的区别,辛几何是相空间的几何学# 

已有文献探讨了最优控制问题的辛算法问题[ 3, 4] ,但由于对策现象中局中人的相互作用,

使得微分对策比最优控制的求解更加繁杂,不能完全看成双边或多边最优控制问题# 本文的

工作主要有:探讨了线性二次型微分对策系统的辛性质;并作为尝试,把辛几何算法引入微分

对策的计算中# 

1  微分对策和Hamilton系统及辛算法的主要概念

1. 1  微分对策

这里以2人微分对策为例# 2人非 0和微分对策的一般形式为

  
Ûx = f ( t , x, u, v ) ,

x( t 0) = x0,
( 1)

设两对策者的指标函数分别为 J 1和 J 2# 微分对策的解是指,若存在控制 u
* I U, v

*
( t ) I

V,使得对一切 u I U, v I V都有J 1( u
*

, v
*

) [ J 1( u, v
*

) , J 2( u
*

, v
*

) [ J 2( u
*

, v) 则

( u
*

, v
*

) 称为最优解[ 5]# 对0和对策 J 1 = - J 2 = J ,如有 J ( u, v
*

) [ J ( u
*

, v
*

) [ J ( u
*

,

v) , 则称局势( u
*

, v
*

) 是微分对策的鞍点# 但一般情况下, 鞍点并不存在# 如果记上、下 D_

对策构成的/序列对0为 G = ( G
D

, GD ) ,这里 D= ( T 0- t0) / n,且如果M+
= lim

Dy0
MD和M-

=

lim
Dy0
MD都存在且相等,则记它们的值为微分对策的值M# 

微分对策鞍点与值的解析计算方法主要有 Bellman_Isaacs原理、Hamilton_Jacobi方程和极大

极小值法等# 如对固定逗留期微分对策

  Ûx = f ( t , x, u, v) , x( S) = N  ( S [ t [ T 0) , ( 2a)

  J ( u, v) = g ( x( T 0) ) + Q
T
0

S
h( t , x( t ) , u( t ) , v( t ) )dt , ( 2b)

其对策值存在, 记 M( S, N)# 在一些条件下, M( S, N) 满足 Isaacs方程

  5M( S, N)
5S + max

u I U
min
v I V

6
m

i= 1

5M( S, N)
5Ni

@ f i ( t , N, u, v ) + h( S, N, u , v) = 0, ( 3)

进一步,建立Hamilton_Jacobi方程为

  5M
5S+ 6

m

i= 1

5M
5Sf i ( S, N, u

0
( S, N, N̈M) , v

0
( S, N, N̈M) ) +

    h( S, N, u0( S, N, N̈M) ) , ( 4a)

  M0( S, N, N̈M) = 0,   M( T 0, N) = g( N)# ( 4b)

如果微分对策系统是线性的, 即有 Ûx = Ax( t ) + B1u( t ) + B2 v ( t ) , 而同时目标函数又具

有二次型形式即有

  J ( u, v) =
1
2
x
T
P fx +

1
2Q

t
f

0
( x

T
Qx + u

T
R1u+ v

T
R2 v)dt

的情形,Hamilton_Jacobi方程归结为 Riccati微分方程,若时间终端趋向无穷则归结为代数 Ric-

cat i方程# 

1. 2  Hamilton系统与辛算法[ 6]

Hamilton系统是一正则系统

  Ûq = 5H / 5p , Ûp = - 5H / 5Ûq , ( 5)
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此处, H = H ( p , q) 是Hamilton函数, q I R
h
, p I R

n是一对正则共轭变量# Hamilton系统的

一个重要的整体几何特征是其相流保持辛结构,即系统(5) 的相流 g
t
H 具有( g

t
H )

* X2 = X2,其

中( g
t
H )

* 是 g
t
H 的拉回映射, X2即为辛结构是 R

2n上的一个非退化的闭的微分 2_形式# 

如记 tn+ 1 和 tn 时 p、q 值分别为 p ( tn+ 1)、q ( tn+ 1) 和 p ( tn )、q ( tn) # 当用数值方法求解

Hamilton系统时, 则称使(5( pn+ 1, qn+ 1) / 5( p n, qn) ) 为辛矩阵的数值方法为辛算法# 辛几何是

相空间的几何学,辛空间内的度量是面积度量而不是长度度量# 如果辛几何中一对一的非线

性变换的 Jacobi矩阵处处是辛阵, 则称该变换为辛变换(也叫正则变换) # 在辛变换下, Hami-l

ton方程的正则形式不变# 

Hamilton系统的辛算法目前主要有显示辛算法, 线性对称多步法, 也有将传统的数值方法

加入辛条件建立如辛 Runge_Kutta方法、线性辛多步法等, 文献[ 6]对这些方法作了一些介绍# 

2  线性二次型微分对策的辛性质

这里考虑线性二次型微分对策情形,设定常系统

  J = Q
]

0
( x

T
Qx + u

T
R1u + v

T
R2 v)dt , ( 6a)

  s. t  Ûx ( t ) = Ax ( t ) + B1u( t ) + B2 v( t ) , x(0) = x0, ( 6b)

其中 Q为对称半正定阵, R1为对称正定阵, R2为对称负定阵, u和 v是系统的反馈策略分别使

J 极小和极大# 线性二次型指标的对策问题的反馈解通过变分法或 Hamilton_Jacobi方法可得

到解析解

  
u = K1x ( t ) = - R

- 1
1 B

T
1Px( t ) ,

v = K2x( t ) = - R
- 1
2 B

T
2Px( t ) ,

( 7)

其中 P 是如下代数Riccati方程的解

  PA + A
T
P - P( B1R

- 1
1 B

T
1 + B2R

- 1
2 B

T
2 ) P+ Q = 0# ( 8)

由Hamilton矩阵性质 H
T
J + JH = 0(其中 J 是标准辛阵) , 易知线性二次型微分对策的辛性质

之一:线性二次型微分对策的系统矩阵

  H =
A - ( B1R

- 1
1 B

T
1 + B2R

- 1
2 B

T
2)

- Q - A
T

( 9)

是Hamilton矩阵# 

令

  Q = PPT , �R = B1R
- 1
1 B

T
1 + B2R

- 1
2 B

T
2, �R = PT�RP, �A = PT AP- T ,

仿照文献[ 4]中的证明过程,可推得

  �H =
�A - �R

- I - �A
T

的特征值都是实数# 由 �H 和H 的相似性,结合文献[ 4]中之定理 2,进一步则知线性二次型微

分对策的性质之二: 线性二次型微分对策系统矩阵的特征值为若干对互为相反数的实数# 

3  线性二次型微分对策的辛算法

对代数 Riccati 方程 ( 8) 是相应于无限期间 ( infinite time horizon) 的, 其解 P 可以看成
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lim
T y ]
�P ( t , T ) = P ,而 �P ( t , T ) 是如下相应于有限期间问题的 Riccati微分方程的解

  - �P
#

= �PA + A
T�P - �P( B1R

- 1
1 B

T
1 + B2R

- 1
2 B

T
2) �P + Q, ( 10)

方程( 10)的解可归结为下面的线性Hamilton系统

  
ÛX

ÛY
=

A - ( B1R
- 1
1 B

T
1+ B2R

- 1
2 B

T
2)

- Q - A
T

X

Y
,

X( T)

Y( T)
=

I

0
, ( 11)

简写为

  ÛZ = HZ, Z =
X

Y
, Z( T ) =

X( T)

Y( T )
,

方程( 11)在 ( t 0, T ) 上有解的条件是 X( t ) 非奇异,此时 �P ( t , T ) = Y( t ) X
- 1

( t )# 为让有限期

间的 �P ( t , T ) 能成为无限期间问题 P 的较好近似, 应估计 T# 可采用估计式 x( T) =

X
- 1

( t 0) x ( t0) ,并同时考虑到 x( T ) 规模# 

对上述线性 Hamilton系统( 11) ,可采用如下的数值积分器

  Z
k+ 1

= gSZ
k
, ( 12)

此处, gS是Hamilton系统流 <t 的近似, 而 <tZ(0) = Z( t )# 为保证所求Riccati方程解 �P 的对

称和正定等特征, 这里引入辛_龙格_库塔法 ( Symplectic_Runge_Kutta, SRK) # 辛算法能复制

Hamilton系统的动态结构并保持相平面上的测度# 在已知 t k = kS下的近似值

  Z
k

=
X

k

Y
k

,

求 t k+ 1 = ( k + 1) S下近似值的S 级Runge_Kutta法为

  Wi = Z
k

+ S6
S

j= 0

a ijHWj ,   i = 1, 2, ,, S , ( 13a)

  Z
k+ 1

= Z
k
+ S 6

S

j = 0

bjHWj , ( 13b)

其中 aij 和 bj 分别是系数和权, Wj 是辅助矩阵# 算法为辛格式的含义是(13) 的推进映射即 t

= k 到 t = k + 1的变换,其 Jacobi矩阵是辛的# 亦可用 Butcher 表式来表述上面的算法

  c | a
 | b

=

c1

s

cS

a11 , a1S

s s s

aS1 , aSS

| b1  ,  bS
, ci = 6

S

j= 0

aij ,   i = 1, 2, ,, S, ( 14)

Runge_Kutta法保证为辛( Symplect ic)意义的条件
[ 2]
是 M = ba + a

T
b - bb

T
= 0, 即

  biaij + bja ij - bibj = 0,   P i , j = 1, 2, ,, S , ( 15)

一个实用的选择是 Gauss_Legendre法, 其二步算法的 Butcher表式为

  

(3- 3) / 6

  s

(3+ 3) / 6

1/ 4 , (3- 2 3) / 12

s s s

(3 + 2 3) / 12 , 1/ 4
       1/ 2    ,   1/ 2   , ( 16)

该算法具有2S 阶计算精度[ 2]# 
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4  算例和结束语

作为应用给出如下的数值例子,对线性二次型微分对策问题( 6) ,及其相应的 Riccati方程

( 8) ,

  B1R
- 1
1 B

T
1 = diag 0. 0  0. 0  0. 0  1. 519 73 ,

  B2R
- 1
2 B

T
2 = diag 0. 0  0. 0  0. 0  - 0. 168 85 ,

  A =

- 0. 457 80 0. 562 7 - 0. 315 75 0. 245 11

- 1. 864 5 - 0. 372 5 0. 0 0. 660 00

- 0. 218 61 - 0. 355 4 - 0. 005 122 0. 103 94

0. 043 00 0. 000 0 0. 000 000 0. 592 6

,

  Q =

0. 0   0

 12. 0

  16. 0

0   0

,

其相应的 Riccati方程( 8)由辛_龙格_库塔法( SRK)计算可得

  P =

34. 318 5 - 11. 271 0 24. 201 2 0. 175 1

- 11. 271 0 12. 932 3 - 20. 003 0 1. 698 9

24. 201 2 - 20. 003 0 69. 819 9 - 0. 036 4

0. 175 1 1. 698 9 - 0. 036 4 1. 820 9

,

这里没有把辛_龙格_库塔法(SRK)和传统的 R_K 法结果比较, 文献[ 4]就两者对线性最优

控制问题作了比较, 并表明了传统的R_K法是一个耗散的计算方法, 它不适合基于Hamilton体

系的控制问题, 而辛算法具有良好的守恒性# 对于线性二次型微分对策问题,性质是相似的# 

微分对策的解法常常涉及到两点边值问题( TPBV) ,求解相当困难# 辛几何算法相对于传

统求解Hamilton系统的数值方法,能保持 Hamilton流的辛结构和整体特征, 使系统的能量不发

生长期变化# 本文尝试把辛几何算法引入微分对策的计算中,并探讨了线性二次型微分对策

系统的辛性质# 
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Numerical Method Based on Hamilton System and

Symplectic Algorithm to Differential Games

XU Zi_xiang1,  ZHOU De_yun1,  DENG Zi_chen2

( 1. School of Electr on an d Informat ion , North_west ern Politechnical Un iver sity ,

Xi. an 710072, P . R . China ;

( 2. Depar tm en t of Engin eer in g Michan ics , Nor th _w estern Politechn ical Univer sity ,

Xi. an 710072, P . R . China )

Abstract: The resolution of differential games often concerns the difficult problem of Two Point Bor-

der Value (TPBV) , then ascribe linear quadratic differential game to Hamilton system. To Hamilton

system, the algorithm of symplectic geometry has the merits of being able to copy the dynamic struc-

ture of Hamilton system and to keep the measure of phase plane. From the point of view of Hamilton

system, the symplectic characters of linear quadratic differential game were probed; And as a try,

Symplectic_Runge_Kutta algorithm was inducted to the resolution of infinite horizon linear quadratic

differential game. An example of numerical calculation was presented, and the result can illuminate the

feasiblity of this method. At the same time, it embodies the fine conservation characteristics of sym-

plectic algorithm to system energy.

Key words: differential game; Hamilton system; algorithm of symplectic geometry; linear quadratic
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