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弹塑性杆在刚性块轴向撞击下的动力屈曲
X
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摘要 :  基于能量原理, 对弹塑性杆在刚性块轴向撞击下的动力屈曲问题进行了讨论# 用特征线

法分析了刚性块轴向撞击弹塑性直杆时应力波传播的过程# 考虑了弹塑性应力波传播对屈曲的

影响, 建立了该问题横向扰动方程# 用幂级数解法, 理论上给出了该问题的级数解# 分析解的性

质,得到了发生屈曲时的临界条件# 通过理论分析和数值计算,得到了临界速度与冲击质量、临界

长度及线性强化模量间的关系# 
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引   言

直杆作为工程结构中最常用的基本单元,其屈曲问题的研究在结构稳定分析中占重要地

位# 上世纪60年代后期开始,直杆动力屈曲问题引起了许多研究者的关注# 早期对这一问题

的研究大都假设直杆具有某种形式的初缺陷
[ 1]

, 借用放大函数法寻找最优发展模态# 这类方

法能给出屈曲模态, 但临界载荷的确定带有一定的人为性,且掩盖了分叉的物理本质, 为了了

解在冲击载荷下动态屈曲的实质, 上世纪80年代以来, 国内外学者借助应力波的传播理论来

讨论发生冲击屈曲的临界条件[ 2]# 文献[ 3]和文献[ 4]的实验研究揭示了屈曲过程中的应力波

效应# 文献[ 5] ~ 文献[ 7]在讨论直杆中应力波传播引起的分叉问题时,考虑了应力波的传播

和反射对屈曲的影响# 文献[ 8]基于能量守恒定律讨论了弹性杆的动力屈曲问题,也考虑了应

力波效应# 对于刚性块轴向撞击直杆这一有广泛应用背景的动力屈曲问题, 由于轴向应力波

形式复杂, 已有的研究不多# 对这一问题文献[ 9]进行了有限差分计算,引进了动态放大因子

DLF 这一概念,并给出了一个近似的弹性动力屈曲准则;文献[ 10]在理论上用离散模型的方法

建立了弹塑性直杆在刚性块撞击下的动力屈曲问题的控制方程, 借助于有限差分法对其进行

了计算,得到了一些重要的结论,但其工作仍基于初始几何缺陷的假设# 

本文在文献[ 11]研究的基础上,基于能量关系, 考虑了弹塑性应力波的传播过程, 建立了

杆的扰动方程, 借助幂级数解法,给出了这问题的级数解# 分析解的性质, 得到了发生屈曲时

的临界条件# 通过理论分析和数值计算,得到了临界速度与冲击质量及临界长度间的关系及
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相关结论# 

1  应力波在直杆中的传播

图1给出了一端固定一端夹支,长为 L、材料为线性强化的弹塑性直杆, 经受一个以速度

v0运动的、质量为M 的刚性体撞击, 弹塑性应力波的传播过程# 材料的本构关系如图2所示,

其中 E 为弹性模量, E t为塑性强化模量, Rs为材料的屈服极限# 由接触条件,在 OB 段内任意

点 D 的边界条件为

  RD = MÛvD/ A# ( 1)

 图 1  应力波在杆中传播               图 2 材料的性质

沿左行特征线 DFE 的相容条件给出

  RD + Qcp vD = RE + Qc evE = 0# ( 2)

利用 v( x = 0, t = 0) = v0 处的初始条件求解( 1)式、( 2)式得

  RD = - Qcpv0e
- QAc

p
t / M   ( 0 [ t [ L/ ce + L / cp) , ( 3)

其中 Q为密度; cp = E t/ Q为塑性应力波的波速; A 为横截面面积# 

因此应力波在杆中的传播过程可表示为

  R( x , t ) =

- Qcpv0e
- QAc

p
t / M+ QAx / M

,   0 [ x [ cp t ,

- Rs,   cp t < x [ c e t ,

0,   c e t < x [ L ,

( 4)

其中 c e = E / Q为弹性应力波的波速# 我们仅在0 [ t [ L / c e的范围内讨论杆的动力屈曲

问题# 

2  屈曲模态和临界条件

当杆受到刚性块轴向撞击时, 设弹性应力波波阵面在到达距夹支端为 l 截面、塑性应力波

波阵面在到达距夹支端为 l 1时(应力波未发生反射) 杆件的受力段发生突然屈曲,在小变形情

况下,据能量原理,则这段杆件的横向微小的摄动 w ( x , t ) 应满足

  Qcpv 0A e
- QA c

p
t / MQ

l
1

0
e
QAx / M

wcÛwcdx + RsAQ
l

l
1

wcÛwcdx =

    E iIQ
l

0
wdÛwddx + QAQ

l

0
Ûw &w dx , ( 5)

式中 I 为截面惯性矩; w 为横向位移, E i :弹性时为 E, 塑性时为 E t# 选取 l 0 = M / QA , 得下列

无量纲参数
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  �w = w / l 0, �l = l / l 0, �l 1 = cp�l / c e , �x = x / l 0, �t = ct / l 0, �L = L / l 0, ( 6)

则方程( 5)式的无量纲形式为

  
cpv 0

c
2
e

e- c
p
�t / c

eQ
�l

1

0
e
�x�wc�w

#
cd�x +

Rs

EQ
�l

�l
1

�wc�w
#

cd�x =

    
c

2
p i

2

c
2
e l

2
0Q
�l

1

0
�wd�w

#

dd�x +
i
2

l
2
0Q
�l

�l
1

�wd�w
#

dd�x + Q
�l

0
�w
#

�w
&

d�x , ( 7)

式中: i
2

= I / A# 取屈曲模态如下

  �w (�x , �t ) = 6
n

T n(�t ) 1- cos
2nP
�l �x , ( 8)

( 8)式满足边界条件和初始条件

  �w ( 0, �t ) = �w (�l , �t ) = 0, �w (�x , 0) = 0# ( 9)

将( 8)式代入( 7)式,整理得

  &T n + ( A- Be- c
p
�t / c

e - C) T n = 0, ( 10)

式中

  A= Wi 2
( 2nP)

4
/ ( 3l

2
0�l

4
) , B= cpv0e

- c
p
�t / c

eH( 2nP)
2
/ ( 3c

2
e�l

3
) ,

  C= Rs( 2nP)
2U/ ( 3�l 3

E) ,

  H= e�l 1 - 1-
�l

2

�l 2
+ ( 4nP)

2 e�l1 cos 4nP
�l
�l 1 - 1+

4nP
�l

e�l1 sin 4nP
�l
�l 1 ,

  U= �l - �l 1 +
�l

4nP
sin 4nP

�l
�l 1, W=

c
2
p

c
2
e
- 1

�l 1

�l
+

1
4nP

sin
4nP
�l
�l 1 + 1# 

对二阶非线性方程( 10)式采用幂级数解法, 设解为

  T n = 6
n

m= 1
Am�t

m
, ( 11)

将( 11)式代入( 10)式, 结合( 9)式可得

  T n = (�t + A3�t
3

+ A4�t
4
+ A5�t

5
+ A6�t

6
+ A7�t

7
+ ,) A1, ( 12)

式中

  A3 = - ( A- B- C) / 6, A4 = - aB/ 12, A5 = a
2B/ 40+ ( A- B- C) 2

/ 120,

  A6 = [ aB( A- B- C) / 4 - a
3B/ 3! ] / 30,

  A7 = [ a
4B/ 4! - 13a

2B( A- B- C) / 120 + a
2B2

/ 12- ( A- B- C) 3
/ 120] / 42,

  a = cp/ c e ,

A1由非零微小摄动的初始条件确定
[ 3]# 

因此,屈曲模态可表示为

  �w (�x ,�t ) = 6
]

n = 1
1- cos

2nP
�l
�x 6

n

m= 1
Am�t

m# ( 13)

将方程( 10)式变换为一个二元一次方程组, 据解的稳定性,由此可得屈曲的临界条件为

  A- Be- c
p
�t / c

e - C= 0, ( 14)

即    v cr =
( 2nP) 2

i
2

�l l
2
0

W-
Rs

E
U

c
2
e

cpH
ec

p
�t / c

e# ( 15)

3  计算分析和结论

在讨论屈曲问题时, 临界参量及相互间的关系是非常重要的# 下面就一矩形截面杆为例
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进行计算,材料参数为:横截面尺寸为 5. 85 mm @ 10. 1 mm, Q= 7. 8 @ 10- 3 g/ mm3
, c e = 5. 06 @

10
6

mm/ s, cp = 2. 58 @ 10
6

mm/ s, Rs = 200 MPa# 
据理论分析和数值计算, 可得如下结论:

1) 图 3为应力波未反射时, 波前距夹支端分别为 200 mm, 250 mm 的情况下, 临界速度与

冲击质量间的关系曲线# 图示表明:当模态 n 与应力波传播距离 l 一定时,冲击质量越小,临

界速度越高;即临界速度随冲击质量的增加而降低# 从曲线变化趋势上看, 可分为敏感区和

非敏感区,在敏感区,冲击质量M的微小变化将引起冲击速度v cr的巨大变化;但当冲击质量达

到某一值时,临界速度将缓慢随冲击质量的增加而减小,称其为非敏感区# 当模态 n 和冲击

质量一定时,临界速度随应力波传播距离的增大而减小# 

 图 3  v cr_M 关系曲线             图 4  vcr_M 的关系曲线

 图 5  v cr_x cr 关系曲线             图 6  v cr_k 关系曲线

2) 图4为应力波未反射时,不同模态、l相同情况下, v cr与M 间的关系曲线# 图示表明在

同样冲击质量和临界长度下, 高阶模态下的临界速度明显高于低阶模态下的临界速度# 亦即
在高速冲击下, 易出现高阶模态;反之亦然# 

3) 图 5为应力波未反射时,模态、冲击质量一定情况下, v cr与 x cr 间的关系曲线# 图示表

明当冲击质量一定时,屈曲的临界速度随临界长度的增长而降低,且冲击质量越大临界速度降

低的幅值越大# 

4) 图 6为应力波未反射时,模态以及 l相同、冲击质量不同情况, v cr与线性强化模量同弹

性模量的比值 k 的关系曲线# 图示表明屈曲的临界速度随 k 的增大而减小,即线性强化模量

越大,临界速度越小# 

5) ( 13)式为应力纵波未反射时的屈曲模态; ( 15)式为应力纵波未反射时的临界条件,值

得注意的是这个临界条件是建立在线性强化及小变形假设基础上的,更复杂情况下的及应力

波发生反射时的临界条件和屈曲模态有待今后进一步探讨# 
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Dy namic B uck ling of Elas tic_Pl astic

Column Impacted by a R ig id B ody

HAN Zhi_jun,  CHENG Guo_qiang,  MA Hong_wei,  ZHANG Shan_yuan

( In stitut e of Applied Mechan ics , Ta iyuan Univer sity of Techn ology ,

Taiyuan 030024, P . R . China )

A bst ra ct : The dynamic buckling of an elastic_plastic column subjected to an axial impact by a rigid

body is discussed by using the energy law. The traveling process of elastic_plastic waves under impact

action was analyzed by characteristics method. The equation of lateral disturbance used to analyize

the problem is developed by taking into account the effect of elastic_plastic stress wave. The power

series solution of this problem has been reached in theory iwth the power series approach . The buck-

ling criterion of this problem is proposed by analyzing the characteristics of the solution. The relation-

ship among critical velocity and impact mass, critical buckling length, hardening modulus is given by

using theoretical analysis and numerical computation.

K ey w ords: dynamic buckling; stress wave; critical criterion; power series
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